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Introduccién

Introduccidén: Parte 1

e Mecanica cudntica en variedades riemannianas como espacios
de configuracién. Cuantizacién holomorfa. Transformada de
Segal-Bargmann generalizada.

e Espacios de Hilbert de funciones holomorfas definidas en el
fibrado cotangente. Ecuacién del calor.

e Propagador infinitesimal.
e Espacios de Hilbert con nicleo reproductor. Integral de

Feynman coincide con las expresiones conocidas para el caso
euclidiano.



Introduccién

Introduccién: Parte 2

e Cuantizacidn en variedades Riemannianas de curvatura cero.

e Isomorfismo entre L?(Q, pi°) y el espacio HL?*(Qc, Vi)-

e Solucién fundamental de la ecuacién del calor en la
complexificacién del espacio a cuantizar.

e Espacios de Hilbert con nicleo reproductor. Matrices de
Vandermonde. Propagador de Feynman (G.C., W. Reartes
2015).
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Cuantizacion holomorfa
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Espacios de Hilbert de funciones holomorfas

Definicién
Sea HL*(U, ) el espacio de funciones holomorfas de cuadrado
integrable con respecto a la medida definida por a(z)

HL*(U, ) = {F € H(U)| /U |IF(2)2a(z)dz < oo} .

Teorema

HL?(U,«) es un subespacio cerrado de L?(U, ) y por lo tanto un
espacio de Hilbert.
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Espacios de Hilbert de funciones holomorfas

Teorema

Sea HL*(U, ), existe una funcién K (z,w), z,w € U que verifica

1. K(z,w) es holomorfa en z y antiholomorfa en w y satisface

K(w,z) = K(z,w).

2. Para cada z fijo perteneciente a U, K (z,w) es de cuadrado
integrable con respecto a a(w). Para todo F € HL?*(U, ) vale

F(z) :/UK(z,w)F(w)a(w)dw.

3. Sea {ej} una base ortonormal de HL*(U,«). Luego para todo
z,w€e U, Z ‘ej(z)ej(w)‘ < 00
J

K(zw) = 3 ej(z)e;(w).



Cuantizacién holomorfa

Espacios de Hilbert de funciones holomorfas

Definicion
El espacio de Segal-Bargmann es el espacio de funciones
holomorfas

HL2((Cd7 IU/t)a

donde ,
4(2) = ()~ de 1t

y donde |z|? = |z1]? + ... + |z4)?.

Teorema
El kernel reproductor del espacio HL*(C%, ;) es

K(z,w) = D

donde z.W = 21w + ... + zqwy.
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Transformada de Segal-Bargmann
Teorema

Considérese el mapa A, : L*(R%, dz) — HL*(C?, uy) dado por

() = () [l i
R

1. Vf € L?(R%, dx), Anf(z) es convergente y es holomorfa en z € RY.
2. Ay es un mapa unitario de L?(R?, dx) en HL?*(C?, ).
3. Paratodok =1,..,d

X +iPy 1 15)
A | —/———= ) A7 = h——
h( V2 ) =

X — 1P _
an (T ) At =,

donde X}, y Pj son los operadores de posicion y de momento.
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Transformada generalizada

R™ = K (grupo de lie conexo compacto) J

pt (solucién de dpt 1Apt) = p¢ (solucién de dpt %AKPt)J

C"= K¢ J

A, L2(K, 1) = HLX(Kc, v). J
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Transformada generalizada

Sea dz la medida de Haar en K. Se define
Ap 2 L(K, py(z)da) — HL* (K, pu(g)dg)

Auf(g) = /K pilgr)f (z)de

con g € Kc.
Teorema

Para todo t > 0, A; es una isometria de L*(K, p;(x)dx) en
HL? (Kc, iut(g)dg), donde dg es la medida de Haar en el grupo
complexificado Kc.

Ay f es siempre convergente y es una funcién holomorfa de g, (Hall
1994).
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Levantamiento de la métrica o a T*Q)
Sea @ variedad riemanniana.

Meétrica en T*Q

GnlV.IV) = 0y (7, Tn1V) + 0, (75 22(0), 052220 )

GV, W) = w(V, JW)

T(CT*Q — T(I,O)T*Q P T(O,I)T*Q

Hi_1$iJ
=
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Levantamiento de la métrica 0 a T7(Q)

Sea V= (qla e ’qn’ph e apn) € TmT*Qr |uego H+ €s un
isomorfismo entre 1, 7*Q y TT(,}’O)T*Q.

0

oV =3 -—=
* 0z%’

donde 2% = ¢' + 0™ (P, — kamlql)

o 1/ L0 .0
=5 (o5t o)

0zt 2

0 01 _ om0 0
[azi’azj]—leiij” (al ay)
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Producto escalar de funciones holomorfas en T%()

Sean m € T*Q, exp,, : TnT*Q — T*Q.

El pull-back por el mapa exponencial de la medida de volumen en
T*Q es du(z) = g(m)d"z.

Sean ¢, v funciones holomorfas en T*(Q)

0= [ e lexpy ) ). (1)

Teorema

El conjunto de funciones holomorfas de cuadrado integrable con el
producto escalar (1) es un espacio de Hilbert. Llamamos a este
espacio HL*(T*Q, du(z)).
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Evolucién temporal de la funcién de onda

Sea K el siguiente nicleo reproductor

om) = [ Kim,expy, 2)ofesp,, 2)e” 1 dute)

Sea H el operador hamiltoniano en HL?(T*Q, du(z)),
representado por el nicleo integral Kp.

Ho(m) = /T g S 5By, )0, ) )

Operador de evolucién
Ut — ef’th



Introduccién Cuantizacién holomorfa Euclidean Space Forms Conclusiones

Evolucién temporal de la funcién de onda

Para intervalos pequefios vale la siguiente aproximacion:
Us=1—iHe

Propagador infinitesimal de evolucién

uc(m) = /T e KX )6 (e, 2)e 1ol et K/ K gy (7).

Operador de evolucién:

Urp(m) = 731_{20 Ut/nn¢(m)-
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Integrales de Feynman en
Euclidean Space Forms
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Integrales de Feynman en Euclidean Space Forms

e Estructura compleja compatible si la variedad es de curvatura
cero.

e Variedad riemanniana compacta y de curvatura cero
(euclidean space form) orientable. Isomorfismo entre

L*(Q,p7%) y HLZ(Q(C,VZC/O2). Solucién fundamental de la
ecuacion del calor.

e Espacio de Hilbert con niicleo reproductor. Integral de
Feynman.

e Caso S!. Niicleo reproductor. Algoritmo adecuado para
invertir una matriz infinita de Vandermonde.
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Integrales de Feynman en Euclidean Space Forms

Teorema (W. Killing - H. Hopf)

Sea M una variedad riemanniana de dimensién n > 2 de curvatura
nula. Luego M es completa, conexa si y solo si es isométrica al
cociente R"/T" con T" C E(n) donde la accién de T es libre y
propiamente discontinua.

Estas variedades se conocen como euclidean space forms.
e R, S1

R2, el cilindro, la cinta de Mdebius infinita, el toro y la botella
de Klein.

En dimensién 3: 18 tipos.

74 compactas en dimensién 4.
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Integrales de Feynman en Euclidean Space Forms

e Volumen de una euclidean space form compacta. El volumen
de R™/T" se define como el volumen de cualquier regién
fundamental.

¢y = {2 € R" |(0) — 2| < |[7/(0) — o] para todo+' € T'}

e Variedades compactas riemannianas de curvatura cero de
dimensién n son cocientes de poliedros en R™ mediante la
identificacién de caras (regién fundamental).

e El interior de estos poliedros puede tomarse como carta (Q°).
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Solucién fundamental de la ecuacidn del calor en ESF
En el caso R"™, la ecuacién del calor

op®(x) 1, 4
t@t( ) = §Apt0(l‘)v
Pt p—CLE
! (27t )n/2

lim p%(z) = 6(x — 20).
Jim o () = 6(z - 20)

En el caso compacto orientable, esta ecuacién puede resolverse en
la carta Q°

T 1 iK-(z—x
P = 3 3 exc(t)e ),

Kel

p;° () debe ser invariante por la accién de T.

T 1 iK-(x—x9)—K?
pto(x):VZeK( 0)=K%t/2
Kel
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Solucién fundamental de la ecuacidn del calor en ESF

T 1 iKy(x—x0)—
(vpe)™ (z) = v Z oK (@—x0)—K>t/2
Kel
1 iK-A(x—2x iK-a—K? T
= 5 D oA K o),

KeLl
Producto escalar en @
(f,9)q = / mg(x)pfo(a:)dx.
Q

Espacio de Hilbert L%(Q, p}°).
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Representacién holomorfa

Carta en el fibrado cotangente Q° x R". Q¢ = Q° x R",
Sea la ecuacién del calor en Qg
o (z) 1

g gt

En el caso Euclidiano,
1

20 — —|z—20|?/2t
v,°(z) (27rt)”e .

Para Q¢ = Q° x R"

1 2 : 2
20 —_ —|S(z—20)|%/2t § iK-R(z—20)—K t/2.
() V(2nt) /2 Kece
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Representacién holomorfa

Producto de funciones holomorfas ¢(z) y ©(z) en Q¢

/ Do)y (2)dz.

o HL*(Qc, 1)
e () = R"™ = espacio de Segal-Bargmann.

Para todo ¢ € HL?*(Qc,v t/2) vale

¢(2) = 0 K (z, w)¢(w)vy), (w)dw.

En el caso euclidiano el kernel reproductor es

K(z,w) = e*/t,
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Isometria entre los espacios de Hilbert

Los espacios L?(Q, pi°) y HL*(Qc, V"

. : t/Q) son isomorfos. El
isomorfismo estd dado por

Ay LQ(Q’pfO) — ’HL2(Q<C, Vf/og)

Auf () = /Q o2 f(z)de, )

(Acf, Ag)oe = o Atf(Z)Atg(Z)Vf/og(z)dZ



Euclidean Space Forms

Caso S?
Sea Q = S'. La solucién p{°(#), satisface
py" (6)

ot

y converge a la delta de Dirac 6(0 — 6), para t — 0.
La funcién p?°(6) esté dada por

1
= iAsl pfO(Q)

o0

O = 3 prlt)eO),

k=—0oc0
luego la funcidn py(t) satisface

dpi(t)
dt

1
= ——E%pi(t
5 pr(t),

y se obtiene
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Caso St

El producto escalar entre dos funciones f y g en S! es

(fig9) = 1/7r Z Emdped=m) Z ok (0—00)—k?t/2 49

- —ikOg—k3t/2
sl LTS B

k=—o00 \j=—00

El espacio cotangente es S x R.
(—m,m) x R, carta en S¢.

w(w): Z wleil’w'

l=—0c0
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Caso St

La medida v;°(z) en este caso es

1 S(z—2 )2 e .
V() = T S ety

2w/ 27t o
La transformada de Segal-Bargmann (2) de una funcién f puede
obtenerse a partir de sus coeficientes de Fourier.

w(z>:2i f(e) Z ein(@—z)—nZt/2d0: Z Cmeimz—mQt/Z.
L

n=—oo m=—00
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Caso St

Dado que {el"®//27} es una base ortonormal de L?(S'), usando
(2) obtenemos {¢,} (base ortonormal de HL?(S! x R, ;°)),

LT )

¢n(z) \/% . /7/),5

Ndcleo reproductor

s =3 [ [

keZ

_27T/7r ()(;i”)(x)
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Caso S! - Matriz de Vandermonde

El kernel reproductor en el cilindro se escribe como

oo
K(z,w) = g kmne™? ™.
m,n=—o0

(=) = /( K@) d

7,m) xR

_ i eimz i "/}l i kmneinlt/a

m=—oo l=—00 n=-—00
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Caso S! - Matriz de Vandermonde

00
§ : —nlt/2

kmne nit/ = 5ml-
n=-—o00

Resolver k,,,,, implica invertir una matriz infinita de Vandermonde
mn
generalizada.

—n —2 —1 2 n
x, @ ; T . 1 = 7 v @7
V(z) = }
—-n -2 —1 2 n
Topt1 - Topt1 Topp1 1 Tond1 Topqq - Topgg

Mediante un algoritmo puede obtenerse el kernel K (z,w) hasta el orden
r deseado

T
K.(z,w) = E kpne e,
T

m,n=—
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Caso S! - Matriz de Vandermonde

En este caso a:f = e(=t/2)ij — ¢
g_"(_") A 1 .- g—nn
V' = 1 1 1

e Algoritmos de matrices de Vandermonde generalizadas (Gohberg
1997, Knuth2011 , Rabe 2007, Bella 2009).

e Existencia y unicidad (Rabe 2007). Convergencia (Ran - Sereny
2012).
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Caso S! - Matriz de Vandermonde

Polinomios de Horner para la base {z~",...,2= 1, 1,z,...,2"}.
Definicion

Sea Q(z) el polinomio maestro cuyos ceros (1, xa, ..., Xon11) Son los
nodos de la matriz de Vandermonde V (),

Q) =an1z" ™ +apz" + .. Faztag+az . da_z”
=(& — 1) (T — T (& — T 10) (@7 — 2o3s) (@7 — 22 00),s

Luego se definen los polinomios {p_,(x), ...,p—1(x),po(x), ..., pn(x)}
como los polinomios de Horner de la base {z~™,...,x= 1,1, x,...,2™} por

medio de

Q) — Q(z)

el S +p_1t™" +po + pit + ... + pnt”
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Caso S! - Matriz de Vandermonde

Puede obtenerse por medio de un algoritmo V~!(z):

pl(xl) P1($2) T P1($2n+1)
p2(z1) pa(z2) - pa(Tongr) ) ( 1 )2"+1
] ] ) diag y
: : : (@) ) i1
p2n+1($1) p2n+1(932) T P2n+1(932n+1)

Kernel K(z,@w) aproximado hasta el orden r

T
K.(z,w) = Z kppn €™ e

m,n=—r
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Integral de Feynman

Propagacidén de la funcién de onda ¢ para un tiempo ¢, con
operador Hamiltoniano H.

M g(z) = /Q (Z " KH”<va)> (W) jp(w)dw

n=0

= | K(z, o) KuED)/KED) g0, vify(w)dw + (2, €).
Qc

Sea Ucp(z) = e M (2) y U.pp(2) la dltima integral, se obtiene
Ueh(2) = Ued(2) + €9(2, €).
Sea T = ne, se tiene

Ur = hm UT/n,
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Integral de Feynman
Definimos un propagador de Feynman para tiempo finito T’

j=1 J=1
donde
_ KH(va)
h p—
&0 =K w)
En el caso Euclidiano,
H==z 4
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Integral de Feynman
El propagador de Feynman (3) es en este caso

szz] 1= 1 ZZ]Z] 1— Z |Z]‘2n 1
j=

G(z7,20;T) = lim e H i
n—00 Jon-1 1L or”
7=1
Luego,
G(zr,20;T) =
n—1 5 5 n—1
_ =z-1) . -
ZnZpn—1—€ Z Zj(zj#fle Z 2jZj_1—i€znZn_1 1 de
lim e j=1 j=1 H —_—
n—00 fen—1 o 27
j=

Coincide con integral de Feynman (Deligne et al. 1999,
Zinn—Justin 2005).

G(ZT,Z(); T) _ /ez Z( 1f0 (iz(s)z(s)— (z(s),é(s)))dsD[z(s)]'
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Conclusiones y futuras lineas
de investigacion
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Conclusiones

Cuantizacién holomorfa. Transformada de Segal-Bargmann.
Propagador infinitesimal.
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Conclusiones

Cuantizacién holomorfa. Transformada de Segal-Bargmann.
Propagador infinitesimal.

Mapa exponencial. Integrales en el espacio tangente. Evolucién
infinitesimal. Integral de Feynman.




Conclusiones

Cuantizacién holomorfa. Transformada de Segal-Bargmann.
Propagador infinitesimal.

Conclusiones

Mapa exponencial. Integrales en el espacio tangente. Evolucién
infinitesimal. Integral de Feynman.

Cuantizacién en variedades orientables compactas riemannianas
de curvatura cero (euclidean space forms). Ecuacién del calor.
RKHS. Propagador de Feynman.
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Futuras lineas de investigacién

Formulacién de una integral de Feynman holomorfa para el
caso de space forms no euclidianas.

Integrabilidad de la estructura casi-compleja (Gorbunov et al.
(2005)).

Tubos de Grauert (Guillemin, Stenzel (1991) - Lempert, Szoke
(1991) - Hall, Kirwin (2011)). Estructuras complejas
compatibles con la estructura simpléctica.

Matrices de Vandermode.

Propiedades espectrales de las variedades riemannianas de
curvatura cero. Heat trace function.

Relacién con la cuantizaciéon geométrica.
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iMuchas gracias!
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