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REQUISITOS PREVIOS

Variable Compleja. Probabilidad y Estadistica. Funciones Reales. Conocimientos de Analisis Funcional.

DESCRIPCION

Durante este curso se propondré el estudio de problemas combinatorios de la teoria de nimeros que se
pueden tratar mediante herramientas propias de los sistemas dindmicos. Los temas del programa seran
presentados usando como hilo conductor un problema clasico: el anélisis del algoritmo de Euclides
desde un punto de vista probabilistico. Mas precisamente, se probard que el nimero de pasos de este
algoritmo sigue, asintdticamente, una ley normal.

El curso comenzard con la introduccion de algunas nociones elementales de sistemas dindmicos
discretos del intervalo unitario y de teoria ergddica. Se vinculara la representacion de nimeros reales a
la dindmica simbolica asociada a un cierto sistema, con una atencidén particular a dos ejemplos
esenciales en la teoria de nimeros: las fracciones continuas (transformacién de Gauss y algoritmo de
Euclides) y el desarrollo en base beta. Como en la demostracion del teorema de los numeros primos, se
recurrird a las series de Dirichlet como series generatrices del problema combinatorio discreto que, junto
con versiones “no independientes” del teorema central del limite, permitiran establecer leyes normales
para ciertos pardmetros o pesos de interés en la representacion de nimeros. Se estudiardn los operadores
de Perron Frobenius, de transferencia y de transferencia ponderado los cuales hacen posible el vinculo
entre la teoria de sistemas dindmicos y la teoria analitica y probabilistica de numeros.

=1 curso constara de 8 clases de 3 horas cada una.

OBJETIVOS

Durante el curso se procurard ejemplificar e interesar a los estudiantes acerca de como ciertas técnicas
de la teoria analitica de numeros y de los sistcmas dindmicos permiten dar respuesta a problemas
clasicos de la teoria de representacién de nimeros y, en particular, al andlisis del algoritmo de Euclides.
Se espera que los estudiantes puedan apreciar como la combinacion de herramientas de diversas dreas de
la matematica (teoria analitica de numeros, sistemas dindmicos, probabilidades y anélisis funcional)
permite dar respuesta a problemas de conteo en teoria de nimeros.

MOTIVACION O FUNDAMENTACION DEL CURSO

El estudio de la representacion de niimeros realcs se ha visto revitalizado en los ultimos afios por la
necesidad de manipularlos digitalmente. La motivacién principal del curso es tratar problemas
combinatorios planteados por este estudio y, a su vez, presentar el abordaje de estos propuesto por la
combinatoria analitica y el andlisis dindmico de algoritmos. La combinatoria analitica considera a las
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series de potencia y las de Dirichlet como series generatrices y retoma la idea clésica de dar respuestas a
un problema de conteo dado a partir del estudio dc las propiedades analiticas (singularidades, dominio
de convergencia) de la serie generatriz asociada tal como se explica en el libro Analytics Combinatorics
de Ph. Flajolet y R. Sedgewick. Por otro lado, la inclusién de ciertas herramientas de los sistemas
dinamicos, inicialmente vislumbrada por Gauss, dio lugar al analisis dindmico de algoritmos descripto,
por ejemplo, en el articulo “Euclidean Dynamics™ de B. Vallée. Asimismo, este curso presenta y repasa
una serie de nociones que son de importancia cn la cultura general de un matematico: teoria de
operadores, sistemas dindmicos discretos, teoria crgddica, generalizaciones del teorema central del
limite, métodos analiticos.

MECANISMO DE EVALUACION

La aprobacion del curso serd mediante un examen final.

PROGRAMA

Unidad I: Una introduccién a la teoria de sistemas dinamicos discretos del intervalo unitario.
Definiciones basicas. Sistemas dinamicos del intervalo unitario. Transformaciones de Markov. Dos
ejemplos de sistemas dindmicos en teorfa dc nameros: la transformacion de Gauss y la transformacion
beta. Nocion de peso o ponderacion de una trayectoria. Comportamiento genérico de las trayectorias
versus trayectorias particulares.

Unidad II: Estudio de las trayectorias “ponderadas”. Punto de vista probabilistico: medidas
invariantes, ergodicidad y propiedades “mixing”. Teorema ergddico y aplicaciones. El operador de
Perron Frobenius. Operador de transferencia. Operador de transferencia ponderado. Algunas nociones
de andlisis funcional en relacién con estos operadores. Generalizaciones del teorema central del limite.

Teorema de las cuasipotencias de Hwang. Aplicaciones al estudio probabilistico de las fracciones
continuas.

Unidad III: El nimero esperado de pasos del algoritmo de Euclides. Trayectorias periddicas y que
terminan en la transformacion de Gauss. Introduccion a la combinatoria analitica. Las series de Dirichlet
como series generatrices. Teorema tauberiano de Delange. Analisis dindmico del algoritmo de Euclides.

Unidad IV: Analisis en distribucion del algoritmo de Euclides. Trayectorias “racionales” de la
transformacion de Gauss. Férmula de Perron. Propiedad UNI. Teorema de Dolgopyat y extensiones al

operador de transferencia ponderado. Deduccién de la ley limite normal para el nimero de pasos del
algoritmo de Euclides.

Unidad V: Otras aplicaciones, trabajo c¢n progreso y problemas abiertos seleccionados entre los
siguientes topicos: Numeros con digitos acotados en su desarrollo en fracciones continuas. Estudio de
los cumulantes. Estudio de otros algoritmos para calcular el maximo comun divisor. El algoritmo de
Gauss: avances en el problema de reduccion de reticulados. '
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