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Requisitos previos

Nociones de algebra lineal y estructuras combinatorias

DESCR&PCI()N

El propdsito del curso es mostrar la Transformada de Fourier en un sentido amplio, como un principio por
el cual una sefial o funcidn f(x) sobre un espacio X (discreto o continuo) con una cierta estructura (topolégica,
diferencial, algebraica, combinatoria, etc.) se descompone como una combinacién lineal de modos
fundamentales, en el mismo sentido que el acorde de un piano se descompone como una superposicién de
notas o frecuencias puras. En el caso mas clasico, X es el circulo, con su estructura natural de grupo abeliano.

Cuando el espacio X tiene mucha simetria, como es el caso de un grupo ¢ un espacio homogéneag, estos
modos fundamentales exhiben patrones notables. Los ejemplos van desde las funciones especiales del analisis
a objetos combinatorios como los Young tableaux.

El énfasis del curso apunta hacia un aspecto en principio practico: cémo calcular una tranformada de
Fourier (o sea la descomposicién de f(x)) en un espacio discreto finito X de un modo eficiente para que sea
tecnoldgicamente Gtil. Cuando X es un espacio homogéneo, veremos como este requerimiento computacional
nos lleva con naturalidad a considerar aspectos puramente combinatorios de la teoria de representaciones de
grupos.

La "Fast Fourier Transform" (FFT) es un algoritmo descubierto por Gauss y redescubierto por Cooley-
Tuckey en los 50's que calcula eficientemente la transformada de Fourier cuando X es el grupo Zyy tuvo un
enorme impacto tecnolégico. Mas recientemente se han desarrollado algoritmos rapidos (algunos de los
cuales veremos en el curso) para muchos grupos finitos o compactos no abelianos y para sus espacios
homogéneos.

Por otro lado, es un hecho que las sefales f(x) que se dan en la naturaleza suelen ser esparsas, es decir,
son bien aproximadas por una superposicion de una pequefa cantidad k de modos fundamentales. Esto
motiva el disefio de algoritmos que dependen eficientemente respecto de este pardmetro k, ya no del tamafio
de X. Estudiaremos las ideas de algoritmos muy recientes que dan solucién a este problema en el caso Zyy
analizaremos cdmo tratar la esparsidad cuando las sefiales provienen de espacios no abelianos.

Si bien el curso esta caracterizado por motivaciones computacionales y sus aplicaciones, no deja de ser
una oportunidad para una introduccién basica a temas cldsicos de la matematica pura, como son la teoria de
representaciones de grupos finitos o la combinatoria de las representaciones del grupo simétrico.
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OBJETIVO

Introducir el concepto general de Transformada de Fourier para acciones de grupos tanto
abelianos como no abelianos, y mostrar su universalidad a través de ejemplos provenientes de areas
muy diferentes.

Mostrar las motivaciones cientificas y tecnoldgicas de considerarffla complejidad computacional
de estas transformadas, y mostrar como su solucion involucra entender la estructura combinatoria
de estos grupos y espacios.

Aproximarse a las ideas necesarias para entender el problema de la Transformada Rapida
Esparsa en el contexto no abeliano.

MOTIVACION O FUNDAMENTACION DEL CURSO

Dado que el andlisis de Fourier y la teoria de representaciones de grupos impregnan la
matematica y la fisica modernas, y dado que sus teorias basicas usualmente no estan incluidas en la
educacion de pregrado de las licenciaturas en Matematica, resulta necesario para varios alumnos de
posgrado y también de pregrado una introduccién a las mismas

MECANISMO DE EVALUACION

Los alumnos seran evaluados a partir de la realizacién de listas de ejercicios, asi como de la
elaboracién de una monografia final sobre algun tépico de la materia que sera acordado al final del
curso.
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1- Transformada de Fourier en grupos finitos. Teoria de representaciones de grupos finitos.
Caracteres. Identidad de Plancherel. El dlgebra de grupo. Férmula de inversiéon de Fourier.

2- Ejemplos. El caso abeliano finito. El caso del grupo simétrico S,. Representaciones del grupo
simétrico via el enfoque de Okounkov-Vershik. Operadores de Jucys-Murphy. Bases de Gelfand-
Tsetlin y combinatoria de los Young tableaux. —

3- Grafos de Cayley. Laplaciano de un grafo. Teoria espectral de grafos. La base de Fourier como la
base de autofunciones de Laplacianos de grafos de Cayley.

4- Fourier en (Z,)" . Aplicacidn al andlisis de funciones booleanas. Andlisis de influencias en sistemas
de votaciones.

5- Teorema de Peter-Weyl. Generalizaciones de la transformada de Fourier a grupos compactos,
grupos algebraicos y grupos cuanticos.

6- Nociones basicas de complejidad computacional. Maquinas de Turing. Definicién de los recursos
basicos de un algoritmo: tiempo, espacio, aleatoriedad. Complejidad de circuitos. Modelo algebraico
de computacion. Definicién de la Transformada de Fourier Rapida (FFT)

7- Fast Fourier en Zy. El algoritmo de Cooley-Tuckey. Caso N=2". Caso N=p primo. Aplicacién:
algoritmo de factorizacién de Shor en computacion cuantica.
8- FFT para el grupo simétrico. FFT para espacios homogéneos discretos: espacios de k-subconjuntos

y Grassmannianas.

9- FFT combinatorias. La correspondencia de Robinson-Schensted entre permutaciones y bitableaux.
El algoritmo de insercion como una FFT sobre un grupo cudntico.

10- Esparsidad y Compressed Sensing. Principios de incertidumbre. Compresion de sefales.
Algoritmos sublineales. Faster than Fast Fourier.
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