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Resumen

Consideremos un proceso de Markov a tiempo continuo, con matriz de tasas
(irreducible) Q, espacio de estados �nito Λ ∪ {0} y el 0 como estado absorbente
(q(0, x) = 0 para todo x ∈ Λ. En este contexto, el estudio de las medidas in-
variantes carece sentido ya que la medida que le asigna probabilidad uno al 0
es la única medida invariante y se tiene convergencia exponencial a ella. En es-
tos casos resulta mucho más interesante estudiar el comportamiento asintótico y
posibles límites de la evolución condicionada (a no ser absorbido). En estas no-
tas estudiamos dicha distribución y sus posibles límites: las distribuciones cuasi-
estacionarias. Dado que ambas se obtienen como probabilidades condicionales
de eventos de probabilidad muy baja o cero respectivamente, el problema de si-
mulación de las mismas es no trivial. Introducimos el proceso de Fleming-Viot
asociado que sirve, entre otras cosas, para solucionar este problema. Este pro-
ceso tiene además interés intrínseco. Consiste de N partículas que evolucionan
en Λ en forma independiente siguiendo la matriz de tasas Q. Cuando una de
ellas es absorbida es enviada nuevamente a la caja Λ instantáneamente eligien-
do al azar una de las N − 1 partículas restantes y tomando su lugar. Luego las
partículas continúan evolucionando. En la última sección probamos que efecti-
vamente este proceso aproxima a la evolución condicionada y a la distribución
cuasi-estacionaria cuando N →∞.

*Financiado parcialmente por la Universidad de Buenos Aires bajo UBACYT-X447 y por la AN-
PCYT PICT 2006-1309.
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1. Introducción
Muchos procesos de Markov tienen un estado absorbente. Esto signi�ca que

existe un estado del cual el proceso no sale. Bajo condiciones de irreducibilidad
este estado absorbente es alcanzado con probabilidad uno y entonces la versión
estacionaria del proceso carece de todo interés: se trata de un proceso constante-
mente igual al estado absorbente con probabilidad uno.

Una buena forma de entender el comportamiento asintótico de estos modelos
es preguntarse por la evolución del proceso condicional a que no ha sido absorbido
y analizar el comportamiento asintótico de la evolución condicionada así como
también distribuciones invariantes para esta evolución.

En estas notas tratamos este problema para procesos de Markov a tiempo
continuo en espacio de estados �nito. La condición de espacio de estados �ni-
to simpli�ca muchísimo la situación y puede darse una teoría bastante cerrada.
Cuando el espacio de estados es numerable, o incluso no numerable, la situación
se torna mucho mas compleja y no existe una teoría uni�cada. Al �nal de las
notas damos algunos ejemplos y mostramos las grandes diferencias que tienen los
modelos en espacios de estados in�nitos respecto del caso �nito.

Comenzamos estas notas construyendo cadenas de Markov a tiempo continuo
en espacio de estados �nito y probando sus principales propiedades. Esta exposi-
ción es extremadamente breve y esta acompañada de referencias donde se puede
hallar una exposición completa sobre este tópico.

A continuación tratamos el caso de las cadenas de Markov con estados ab-
sorbentes. Damos ejemplos y probamos que efectivamente la cadena es absorbida
con probabilidad uno.

Para estos procesos introducimos la evolución condicionada y vemos cómo
calcular su comportamiento asintótico que se conoce como el límite de Yaglom.
Así mismo damos la noción de distribución cuasi-estacionaria (invariante para la
evolución condicionada) y probamos el Teorema de Darroch y Seneta: existencia,
unicidad y convergencia a la medida cuasi-estacionaria.

Por último introducimos el proceso de Fleming-Viot asociado a un proceso de
Markov con estado absorbente. Este proceso intenta reproducir la dinámica de
la evolución condicionada. Consiste de N partículas que se mueven en el espa-
cio de estados del proceso original de forma independiente y todas siguiendo la
ley del proceso original. Cuando una partícula es absorbida, inmediatamente es
reencarnada en una de las partículas que están vivas dentro de la caja (elegida
aleatoriamente) y el proceso continúa.

En el espacio de estados del proceso original consideramos la medida (aleato-
ria) dada por la cantidad de partículas que hay en cada sitio (normalizada para
ser una medida de probabilidad) y esperamos que esta medida aproxime a la
evolución condicionada.

En la Sección 5 de�nimos este proceso y probamos sus propiedades: ergodici-
dad, estimación de correlaciones y convergencia a la distribución cuasi-estacionaria
(bajo la medida invariante) o a la evolución condicionada.
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2. Cadenas de Markov a tiempo continuo
2.1. De�nición y Construcción

Un proceso estocástico es una familia de variables aleatorias X = (Xt, t ∈ I)
de�nidas en un mismo espacio muestral (Ω,F ,P). En nuestro caso, como estamos
interesados en procesos a tiempo continuo, tomaremos a lo largo de todas estas
notas como conjunto de índices I = R≥0.

De la de�nición surge que un proceso estocástico es una función de�nida en
Ω× R+ con valores en cierto espacio de estados Λ, i.e. X : Ω× R+ → Λ, lo cual
da dos interpretaciones posibles de X.

Para cada t ≥ 0 tenemos una variable aleatoria Xt : Ω → Λ.
Para (casi) todo ω ∈ Ω tenemos una trayectoria del proceso X.(ω) : R+ → Λ.

Usaremos a menudo ambas interpretaciones. En la segunda, hablamos de las
trayectorias del proceso y las pensamos como funciones de�nidas en R+ o alter-
nativamente en todo R.

De�nición 2.1. Diremos que el proceso estocástico X = (Xt, t ≥ 0) a valores en
el espacio (�nito) Λ es Markov si para todo 0 ≤ s ≤ t se tiene

P(Xt = x|Xu, u ≤ s) = P(Xt = x|Xs), para todo x ∈ Λ.

Es decir que si conocemos la trayectoria del proceso hasta el tiempo s, la
posición del proceso a tiempo t sólo depende de la posición del proceso a tiempo
s y no de todo el pasado.

Ejemplo 2.1. Un ejemplo de un proceso de Markov es el Proceso de Poisson
(aunque el espacio de estados no es �nito, es N). Dada una sucesión de variables
aleatorias exponenciales independientes de parámetro λ, E1, . . . , En, . . . constru-
imos el siguiente proceso: pensamos a estas variables, por ejemplo, como el tiempo
que van llegando personas a una cola. E1 es el tiempo en que llega el primer in-
dividuo, E2 es el tiempo entre la llegada del primer individuo y la del segundo,
etc. En este caso, el proceso de Poisson es el que cuenta la cantidad de llegadas
que hubo hasta tiempo t.

Xt =
∑

n≥1

1[
Pn

i=1 Ei,+∞)(t).

La markovianidad de este proceso sigue de la propiedad de falta de memoria de
las variables exponenciales.

Ejemplo 2.2. Un ejemplo de un proceso que NO es Markov es el siguiente:
Dada una sucesión de variables aleatorias i.i.d con distribución uniforme en [0, 1],
construimos el proceso

Xt =
∑

n≥1

1[
Pn

i=1 Ui,+∞)(t).

Acá el espacio de estados tampoco es �nito pero puede reconstruirse este ejemplo
fácilmente para que viva en un espacio de estados �nito.
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Dada una cadena de Markov a tiempo continuo denotaremos con Px a la
probabilidad condicional a que X0 = x, es decir

Px(Xt = y) = P(Xt = y|X0 = x),

y de�nimos para cada tiempo t ≥ 0 la matriz de transición

pt(x, y) = Px(Xt = y).

Alternativamente, y abusando levemente de la notación. Dada una medida de
probabilidad µ en Λ, usaremos Pµ para indicar que el proceso a tiempo t = 0 está
distribuido según µ. O sea

Pµ(Xt = y) =
∑

x∈Λ

Px(Xt = y)µ(y) =
∑

x∈Λ

pt(x, y)µ(y) = (µPt)(x).

En la última expresión pensamos a µ como vector �la y a Pt como matriz con
entradas pt(x, y).

Para construir una cadena de Markov en tiempo continuo observemos que,
como el espacio de estados Λ es �nito, la cadena debe moverse a saltos. Entonces
espera un tiempo aleatorio en el estado x y luego salta a un estado y elegido al
azar, luego vuelve a esperar una cantidad de tiempo aleatoria y vuelve a saltar al
estado z y así sucesivamente. Entonces, para describir la cadena debemos especi-
�car (1) la distribución de los tiempos de espera y (2) el mecanismo mediante
el cual saltamos de un estado a otro. La markovianidad implica que los tiem-
pos de espera tienen que ser variables aleatorias exponenciales, ya que deben ser
variables aleatorias continuas con la propiedad de falta de memoria (¾por qué?).
El parámetro de estas variables no puede depender del tiempo transcurrido en el
estado ni de otros estados distintos al que estamos parados, por lo tanto consider-
aremos que tenemos una función q : Λ → R>0 y si el proceso está en x esperaremos
un tiempo exponencial de parámetro q(x) para luego saltar a un nuevo estado
y. Llamaremos a q(x) tasa de salida de x. Una vez que hemos decidido saltar,
debemos elegir uno de los estados y ∈ Λ mediante un procedimiento aleatorio
que solo debe depender del punto. Entonces consideraremos una nueva función
p : Λ×Λ → [0, 1] de forma tal que la probabilidad de que si estamos en el estado
x y decidimos hacer un salto, saltamos al estado y con probabilidad p(x, y). La
matriz p = p(x, y)x,y∈S es lo que se denomina una matriz estocástica, es decir

p(x, y) ≥ 0 para todo x, y ∈ S.
∑

y∈S p(x, y) = 1.

En estas notas consideraremos procesos en donde tanto q como p(·, ·) no de-
penden de t. A esta propiedad se la denomina homogeneidad temporal.

La markovianidad del proceso X puede ser expresada también mediante la
siguiente igualdad

Px(Xt+s = y|Xu, u ≤ t) = PXt(Xs = y) c.s. (2.1)
Del lado izquierdo tenemos una probabilidad condicional que es una variable
aleatoria σ(Xu, u ≤ t)− medible. Del lado derecho también tenemos una variable
aleatoria que es función de Xt.
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La ecuación (2.1) da otra interpretación de la markovianidad: condicionar a
todo el pasado y mirar hacia adelante desde el tiempo t es lo mismo que volver a
empezar el proceso desde el tiempo t tomando como dato inicial Xt.

La fórmula (2.1) requiere una demostración que no daremos aquí.
Para mas detalles (y mas rigor!) sobre la construcción de estos procesos y sus

propiedades (ergodicidad, etc. ) ver por ejemplo el libro de Ferrari y Galves [6].

2.2. Generador
Un objeto fundamental para el estudio de las cadenas de Markov a tiem-

po continuo es el denominado generador in�nitesimal. Consideremos el operador
lineal L de�nido sobre las funciones de Λ en R (que identi�camos con R|Λ|) por

Lf(x) = q(x)
∑

y∈Λ

p(x, y)[f(y)− f(x)].

Este operador lleva consigo toda la información necesaria sobre los saltos de la
cadena (Xt, t ≥ 0). Una forma de ver esto es la siguiente: estando en el estado x,
el siguiente salto llega a tasa q(x) y cuando el salto ocurre, el nuevo estado será y
con probabilidad p(x, y). Este salto hace que la función f cambie en f(y)− f(x).
Es decir que Lf(x) representa la variación in�nitesimal esperada de f(Xt) cuando
Xt está en x. Más rigurosamente

Teorema 2.1. Para todo x ∈ Λ

1. Continuidad.
ĺım

t→0+
|Exf(Xt)− f(x)| = 0.

2. Diferenciabilidad.

ĺım
t→0+

∣∣∣∣
Exf(Xt)− f(x)

t
− Lf(x)

∣∣∣∣ = 0. (2.2)

3. Más aún
d

dt
Exf(Xt) = ExLf(Xt) (2.3)

Acá Ex denota esperanza calculada con Px, es decir condicional a que el pro-
ceso empezó en x. La demostración de este teorema puede hallarse en [6].

Observemos que si pensamos a f como un vector columna, el generador in-
�nitesimal puede ser escrito de la forma

Lf(x) = (Qf)(x),

donde Q = (q(x, y), x, y ∈ Λ) con q(x, y) = q(x)p(x, y) si x 6= y y q(x, x) = −q(x).
Es decir que Q es la matriz (en la base canónica) de la transformación lineal L.
Otra forma de representar a L es

Lf(x) =
∑

y∈Λ

q(x, y)[f(y)− f(x)].

Decimos entonces que Q es la matriz de tasas del proceso X ya que representa
la tasa a la que el proceso pasa al estado y cuando está en el estado x. Observar
que tomando f = 1y en (2.2) obtenemos
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P(Xt+h = y|Xt = x) = ph(x, y) = q(x, y)h + o(h),

que es una buena forma de entender el signi�cado de la matriz de tasas Q: in-
�nitesimalmente, la probabilidad de estar en y a tiempo t + h dado que estamos
en x a tiempo t viene dada por hq(x, y) (más términos de orden superior). Así
mismo

d

dt
pt(x, y)|t=0 = q(x, y),

y de forma similar, por la propiedad de Markov y la homogeneidad

pt+h(x, y)− pt(x, y) =
∑

z∈Λ

[Px(Xt+h = y|Xt = z)− Px(Xt = y|Xt = z)]Px(Xt = z)

=
∑

z∈Λ

[ph(z, y)− 1z(y)]Px(Xt = z) =
∑

z∈Λ

hq(z, y)pt(x, z) + o(h)

=h(PtQ)(x, y) + o(h).

Es decir que la matriz Pt veri�ca la ecuación diferencial ordinaria




d
dtPt = PtQ,

P0 = I.

Observar que tanto Pt como Q con matrices. La derivada del lado izquierdo
debe ser entendida coordenada a coordenada. Estas ecuaciones se denominan
Ecuaciones de Kolmogorov.

De la teoría de ecuaciones diferenciales ordinarias se desprende que

Pt = etQ, para todo t ≥ 0,

y por lo tanto
Pµ(Xt = y) =

∑

x∈Λ

µ(x)Pt(x, y) = µetQ(y)

Alternativamente, si escribimos µµ
t (y) := Pµ(Xt = y) para la distribución del

proceso a tiempo t con condición inicial X0 distribuida según µ, podemos usar
las ecuaciones de Kolmogorov para obtener que µµ

t (y) = µPt veri�ca




d
dtµ

µ
t = µµ

t Q,

µµ
0 = µ.

(2.4)

Estas ecuaciones nos dan mucha información sobre cómo evoluciona el proceso
cuando empieza con una condición inicial elegida aleatoriamente según la dis-
tribución µ. Las utilizaremos en la próxima sección.

2.3. Medidas invariantes - Ergodicidad
Dado un proceso de Markov, una de las principales preguntas que intentamos

responder es la siguiente: Si dejamos evolucionar el proceso durante un buen rato
y luego lo observamos, ¾qué vemos? Es decir que queremos saber si las variables
(Xt, t ≥ 0) tienen un límite (en algún sentido) cuando t →∞.
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Al estudio de estos límites se ha dedicado buena parte del esfuerzo de los
probabilistas y dinamistas desde la aparición de estos procesos. Una forma de
entenderlos es mirar la evolución del vector (distribución, medida de probabilidad,
etc.) µµ

t .
De las ecuaciones de Kolmogorov (2.4) y de la continuidad de las soluciones

de estas respecto del dato inicial, se desprende que si ν = ĺımt→∞ µµ
t entonces ν

debe satisfacer
νQ = 0.

Es decir que ν es un equilibrio de (2.4). A esas medidas de probabilidad se las
denomina medidas invariantes ya que, como se desprende de las ecuaciones veri-
�can

µν
t = ν, para todo t ≥ 0.

Si tomamos una medida invariante µ y sorteamos el dato inicial según ella, de-
jamos evolucionar el proceso y nos preguntamos por la distribución de Xt obten-
emos que no ha cambiado, i.e.

Pµ(Xt = x) = µ(x), para todo t ≥ 0.

Por eso es muy importante estudiar las medidas invariantes, porque es lo que
veremos luego de que el proceso evoluciona un tiempo y entra en equilibrio.
Equivalentemente, si µ es invariante para la evolución (µµ

t = µ) entonces µQ = 0
(¾por qué?).

Observemos que µ es invariante si y sólo si µPt = µ para todo t > 0. Es decir
que para todo t, µ es un autovector a derecha de Pt con autovalor 1.

El Teorema de Perron-Frobenius (ver Apéndice) nos garantiza la existencia
de un único vector en estas condiciones si Pt tiene todas sus entradas positivas
(o sea, si hay probabilidad positiva de ir de cualquier estado a cualquier otro).
Es bueno notar que esta propiedad de la matriz Pt puede chequearse mirando la
matriz de tasas (¾cómo?).

Teorema 2.2. Sea X = (Xt, t ≥ 0) un proceso de Markov a valores en el espacio
de estados �nito Λ con matriz de tasas Q. Si la matriz Pt = etQ tiene todas las
entradas positivas entonces X admite una única medida invariante µ que veri�ca
µQ = 0.

Demostración. Por el Teorema de Perron-Frobenius (ver apéndice) la matriz Pt

tiene un autovalor de Perron-Frobenius r. Este autovalor no puede ser mayor que
1 ya que Pt manda medidas de probabilidad (vectores con entradas positivas que
suman 1) en medidas de probabilidad. Por otra parte, como las �las de Pt suman
1, resulta que el vector w = (1, . . . , 1) es autovector a derecha de Pt con autovalor
1 para todo t ≥ 0. Por lo tanto r = 1 es el autovalor de Perron-Frobenius de Pt con
autovector a izquierda v (normalizado para ser una probabilidad). En principio
v podría depender de t pero veremos que no es el caso.

Como v veri�ca vPt = vetQ = v, tenemos que v(tQ) = 0 (¾por qué?). Vicev-
ersa, si tenemos un vector µ que veri�ca µQ = 0 entonces vale µPt = µ. Pero
entonces para no contradecir al Teorema de Perron-Frobenius, v debe ser el único
vector que veri�ca vQ = 0 y por lo tanto esta es la única medida invariante del
proceso X. ¥
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Observación 2.1. Esta no es la mejor demostración que se puede dar del Teo-
rema 2.2 por varias razones (que en realidad son la misma): en primer lugar,
apela al Teorema de Perron-Frobenius que es puramente algebraico, construye al
autovector de forma abstracta pero no a la medida de probabilidad. Esto hace que
de la prueba no pueda extraerse ninguna información sobre la medida invariante.

Lo que se busca entonces es una demostración que construya la medida invari-
ante usando información sobre la forma en que evoluciona el proceso X y que por
ende va a tener que estar basada en argumentos probabilísticos. Demostraciones
(distintas) que cumplen estos requisitos pueden verse en [6, 12]
Ejemplo 2.3 (Paseo al azar en un cuadrado). Consideremos los cuatro vértices
del cuadrado de unitario de R2: (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1). Los numeramos de 1 a
4 para simpli�car la notación y construiremos un proceso de Markov en el espacio
de estados Λ = 1, 2, 3, 4. Nos moveremos por estos cuatro puntos pasando de un
vecino al otro. Una vez que estamos parados en un punto esperamos un tiempo
exponencial de parámetro 2 y elegimos a uno de los dos vecinos con probabili-
dad 1/2 para cada uno. Una vez elegido el lugar del salto, realizamos el salto y
repetimos el procedimiento.

4 3

1 2
Este es un proceso de Markov con matriz de tasas dada por

Q =




−2 1 0 1
1 −2 1 0
0 1 −2 1
1 0 1 −2




Por la simetría del modelo, la única medida invariante es la uniforme en los 4
nodos y es fácil ver que este es el único autovector a derecha que tiene al 0 como
autovalor.

3. Cadenas de Markov con estados absorbentes
Muchos procesos estocásticos tienen un estado absorbente. Para un proceso

de Markov con matriz de tasas Q = q(x, y)x,y∈Λ∪{0} decimos que 0 es un estado
absorbente si q(0, y) = 0 para todo y ∈ Λ (si el proceso llega al estado 0, se
queda ahí para siempre). Si la matriz QΛ = Q restringida a Λ es irreducible y
q(x, 0) > 0 para algún x ∈ Λ, entonces la única medida invariante es δ0. Más
aún existe un tiempo de parada T x, que denominamos tiempo de absorción de la
cadena comenzada en x tal que Xt = 0 para todo t ≥ T x.

De hecho, como veremos más adelante

Pµ(Xt > 0) =
∑

y∈Λ

∑

x∈Λ

µ(x)pt(x, y) = (µPt) · (1, . . . , 1)T ≤
√

d‖µetQ‖ ≤ Ceλ1t

Donde C es una constante, ‖·‖ es la norma euclídea y λ1 es el mayor autovalor
de Q, que es real y negativo. De este hecho se desprende que Xt → 0 cuando
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t → ∞ con probabilidad 1 (¾Por qué?), pero como Xt toma solo �nitos valores
entonces debe valer cero a partir de un momento. Es decir que existe un tiempo
aleatorio T , que es �nito con probabilidad 1, en que la cadena es absorbida.

Ejercicio 3.1. Probar el siguiente análogo del Teorema de Borel-Cantelli para
tiempo continuo: sea Xt un proceso a puro salto, probar que si

∫∞
0 P(Xt 6= 0) dt <

∞ entonces
ĺım
t→∞Xt = 0 c.s.

3.1. Ejemplos.
3.1.1. Modelo SIR

Un modelo SIR es un modelo epidemiológico que calcula la evolución en el
tiempo de la cantidad teórica de personas infectadas con una enfermedad conta-
giosa en una población cerrada. El nombre del modelo proviene del hecho de que
involucra tres cantidades: S para el número de personas sanas, I para el número
de infectados y R para el número de recuperados. Estos últimos son la clase de
los inmunes. Incluye tanto a los que se han recuperado como a los que murieron.

Para algunas enfermedades como la tuberculosis, algunas personas infectadas
nunca se recuperan completamente y llevan consigo la infección aunque no la
sufren ellos mismos. Potencialmente podrían volver al estado de infectados y
sufrir síntomas o podrían continuar en su estado de portadores e infectar a otros
pero sin sufrir síntomas.

El diagrama que re�eja esta situación es el siguiente

INFECTADOSANO

PORTADOR

RECUPERADO

Una forma muy simple de este modelo (y poco realista) es pensar que cada
uno de los integrantes de la población pasa de un estado al otro con ciertas tasas
y que a cada miembro de la población le ocurre esto de forma independiente.

Otro posible diagrama en el que las personas pueden recuperarse de la enfer-
medad pero esto no las hace inmunes es este.

INFECTADO RECUPERADOSANO

Si identi�camos 2=Sano, 1=Infectado, 0=Recuperado, obtenemos la siguiente
matriz de tasas que tiene al 0 como estado absorbente.
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Q =




0 0 0
1 −2 1
0 1 −1




Observar que Q tiene autovalores λ0 = 0, λ1 = −(3 − √
5)/2, λ2 = −(3 +√

5)/2 cuyos autovectores (a izquierda) correspondientes son v0 = (1, 0, 0), v1 =
(1,

√
5−3
2 , −1+

√
5

2 ) y v2 = (1,−3+
√

5
2 , 1+

√
5

2 ).
Entonces resulta que exp(tQ) = C−1 diag[eλ1t, eλ2t, eλ3t] C, donde C es la

matriz de cambio de base que diagonaliza a Q. De aquí se desprenden también las
probabilidades asintóticas. Como λ0 = 0 y los otros dos autovalores son negativos,
la probabilidad de encontrar al proceso en 1 o en 2 tiende a cero exponencialmente
mientras que la de encontrarlo en 0 tiende a 1 exponencialmente.

Si empezamos con una población muy grande, después de un tiempo largo la
gran mayoría habrá sido absorbida. Cabe preguntarse igualmente como estarán
distribuidos los que no han sido absorbidos.

Este problema podemos tratarlo desde un punto de vista analítico o proba-
bilístico. Desde el punto de vista analítico, observemos que si miramos la matriz
QΛ que es la restricción de Q a los estados transientes

QΛ =
( −2 1

1 −1

)
,

esta matriz tiene como autovectores (a izquierda) a la restricción de v2 y v3 a
estos mismos estados (con idénticos autovalores), ya que la primera �la es nula.

Entonces etQΛ tiende a cero a velocidad exponencial dada por eλ1t. Podemos
entonces normalizar dividiendo por esta cantidad y estudiar este límite. Si ese
límite es no nulo, luego podemos normalizarlo para tener una medida de proba-
bilidad en {1, 2} y esa sería la distribución buscada.

Observemos que etQΛ = C̃ diag[eλ1t, eλ2t] C̃−1 y por lo tanto

e−λ1tetQΛ = C̃ diag[1, e(λ2−λ1)t] C̃−1.

Como la matriz C̃ tiene como columnas a v1 y v2 y λ2 − λ1 < 0 tenemos

ĺım
t→0

e−λ1tetQΛ = [αṽT
1 |βṽT

1 ]

para ciertas constante α y β que dependen de C̃ pero que no nos interesa calcular.
Es decir que la respuesta a la pregunta de cómo están distribuidos los que

no han sido absorbidos después de un largo período de tiempo está dada por
el vector ṽ1, normalizado para que sea una probabilidad en el {1, 2}. O sea,
ν(1) = (3 − √

5)/2, ν(2) = (
√

5 − 1)/2. En la próxima sección veremos que
podemos repetir este procedimiento con cualquier proceso de Markov con un
estado absorbente.

3.1.2. Modelo logístico estocástico
Otro modelo epidemiológico es el modelo logístico estocástico. Consiste en un

proceso de Markov que representa el número de individuos infectados It a tiempo
t en una población constante formada por M individuos. El número de individuos
susceptibles está representado por M − It.
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Con la notación de la Sección 2.1 tenemos que (It, t ≥ 0) es un Proceso de
Markov con espacio de estados Λ = {0, 1, 2, . . . , M} y matriz de tasas

q(x, y) =





λx y = x + 1,

µx y = x− 1,

−(λx + µx) y = x,

0 y /∈ {x− 1, x, x + 1},
para 1 ≤ x ≤ M −1. Finalmente q(0, y) = 0 para todo y ∈ Λ, q(M, M −1) = µM

y q(M, y) = 0 para todo y 6= M − 1. Las tasas de infección de los susceptibles y
de recuperación de los infectados están dadas respectivamente por

λx = λx(M − x), µx = µx,

donde λ, µ > 0 son los parámetros de infección y recuperación respectivamente.
Este proceso se mueve en el espacio de estados Λ creciendo en uno o decre-

ciendo en uno. La tasa a la que lo hace depende el estado en el que esté. A medida
que se acerca al total de la población, la tasa con la que crece se hace mas chica y
la tasa con la que decrece se hace mas grande. Cuando la cantidad de infectados
es M el proceso solo puede decrecer. Cuando la cantidad de infectados es 0, ahí
se queda para siempre. El 0 es un estado absorbente.

3.1.3. Paseos al azar en grafos: Internet
Dado un conjunto (�nito) de nodos V y un conjunto de aristas E ⊂ V × V ,

obtenemos un grafo orientado G = (V, E). Decimos que y ∈ V es vecino de x ∈ V
si (x, y) ∈ E. Lo denotamos x 7→ y.

Dado un grafo orientado, construimos un proceso de Markov X = (Xt, t ≥ 0)
denominado Paseo al azar en G. Este proceso tiene espacio de estados Λ = V y
matriz de tasas

q(x, y) =
1{y∼x}
q(x)

, q(x) =
∑

y∈V

1{y∼x}.

Si un nodo x no tiene ningún vecino entonces ese estado es absorbente y cuando
el proceso llega ahí queda ahí para siempre.

Un ejemplo de esta situación se da cuando consideramos a Internet como un
grafo. Decimos que la página web y es vecina de la página web x si en la página
x hay un enlace a la página y.

El paseo al azar entonces modela a un navegante que en cada página que
entra se pasa un tiempo exponencial, luego elige al azar entre todos los enlaces
que encuentra en la página, hace click y pasa a la siguiente página.

Este es un proceso de Markov en un espacio de estados �nito de tamaño
estimado en aproximadamente 1.000.000.000.000 de sitios.

4. Distribuciones cuasi-estacionarias
4.1. Evolución condicionada

Cuando nos encontramos con un proceso de Markov con un estado absorbente
la cuestión de las medidas invariantes se vuelve un poco sin sentido: con proba-
bilidad 1, si esperamos un buen tiempo hallaremos al proceso en el estado 0. Sin
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embargo, en muchos casos antes de ocurrir esto el proceso alcanza un �metaequi-
librio�. Estos estados pueden ser descriptos (al igual que con las medidas invari-
antes) como los posibles límites de la evolución condicionada. Mas precisamente,
para un proceso que empieza a tiempo 0 con condición inicial distribuida según
µ de�nimos la evolución (del proceso) condicionada como

ϕµ
t (x) = Pµ(Xt = x|Xt 6= 0) =

Pµ(Xt = x)
Pµ(Xt 6= 0)

=
Pµ(Xt = x)∑

z∈Λ Pµ(Xt = z)
, x ∈ Λ.

Equivalentemente

ϕµ
t (x) =

∑
y∈Λ µ(y)pt(y, x)∑

z∈Λ

∑
y∈Λ µ(y)pt(y, z)

=
(µPt)(x)∑
z∈Λ(µPt)(z)

. (4.5)

Como µPt es derivable podemos diferenciar en (4.5) y usando (2.4) obtenemos

d

dt
ϕµ

t (x) =
∑

y∈Λ

q(y, x)ϕµ
t (y) +

∑

y∈Λ

q(y, 0)ϕµ
t (y)ϕµ

t (x) x ∈ Λ. (4.6)

Con la condición inicial ϕµ
0 (x) = µ(x). Estas ecuaciones pueden ser interpre-

tadas en forma similar a las ecuaciones de Kolmogorov: La variación de ϕµ
t (x)

esta dada por la matriz de tasas QΛ. Se agrega lo que está entrando a x que es∑
y 6=x q(y, x)ϕµ

t (x) y se resta lo que está saliendo de x que es −q(x, x). Además
aparece un término adicional que dice que también puede llegar masa a x prove-
niente de la masa que fue a parar a 0. Esta masa se reparte entre todos los estados
x ∈ Λ según ϕµ

t y surge de la normalización que hicimos al condicionar en (4.5).
Esta observación es muy importante para poder entender la evolución condi-

cionada y es la que dará lugar a los procesos de Fleming-Viot que utilizaremos
para aproximar la evolución condicionada y su límite.

4.2. Distribuciones cuasi-estacionarias
Al estudiar la evolución condicionada, nuevamente estamos interesados en

el comportamiento asintótico ĺımt→∞ ϕµ
t (x) y para estudiar este límite debemos

conocer el comportamiento en in�nito de la matriz PΛ
t = etQΛ . Cuando este límite

existe y es una medida de probabilidad, se lo denomina límite de Yaglom para la
medida µ. Al igual que con las medidas invariantes, cuando este límite existe, es
invariante para la evolución de la probabilidad condicionada ϕµ

t . A estas medidas
se las denomina distribuciones cuasi-estacionarias.

De�nición 4.1. Dada una medida de probabilidad ν en Λ, decimos que es una
distribución cuasi-estacionaria si ϕν

t = ν para todo t ≥ 0.

De (4.6) se desprende que una medida de probabilidad ν es una distribución
cuasi-estacionaria si y sólo si

0 =
∑

y∈Λ

q(y, x)ϕµ
t (y) +

∑

y∈Λ

q(y, 0)ϕµ
t (y)ϕµ

t (x) x ∈ Λ. (4.7)

Es decir que una distribución cuasi-estacionaria es un autovector a derecha
de la matriz QΛ de autovalor −∑

y∈Λ q(y, 0)ϕµ
t (y). Más adelante veremos que
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la distribución cuasi-estacionaria viene dada por el autovector a izquierda de
Perron-Frobenius de etQΛ .

Observando (4.7) podemos ver que si tenemos una medida de probabilidad que
es autovector a izquierda de QΛ entonces necesariamente el autovalor asociado es
−∑

y∈Λ q(y, 0)ϕµ
t (y).

En 1967, Darroch y Seneta ([4]) probaron que si la matriz QΛ es irreducible
entonces existe una única distribución cuasi-estacionaria que coincide con el límite
de Yaglom de cualquier distribución inicial.

Teorema 4.1 (Darroch-Seneta). Sea X = (Xt, t ≥ 0) un proceso de Markov en
espacio de estados Λ ∪ {0} con matriz de tasas Q. Si la matriz QΛ es irreducible
entonces X admite una única distribución cuasi-estacionaria ν. Más aún, para
cualquier distribución inicial µ se tiene

‖ϕµ
t − ν‖ ≤ e−θt. (4.8)

Donde θ es cualquier número menor que el módulo de la diferencia entre el auto-
valor de Perron-Frobenius y el siguiente autovalor (el agujero espectral de QΛ).

Demostración. Por la teoría de Perron-Frobenius, como PΛ
t es una matriz irre-

ducible y positiva, existe un autovalor real y simple αt que acota superiormente
al módulo de todos los autovalores de PΛ

t . Se puede ver que λt es autovalor de PΛ
t

si y sólo si λt = eρt con ρ autovalor de QΛ. Como PΛ
t es estrictamente subestocás-

tica, tenemos λt < 1 y por lo tanto QΛ tiene un autovalor simple ρ < 0 de forma
tal que el autovalor de Perron-Frobenius de PΛ

t viene dado por eρt, es decir que
todos los demás autovalores de Q tienen módulo menor que |ρ|.

Para calcular etQΛ utilizamos el siguiente Lema.
Lema 4.1. Sea PΛ

t = etQΛ una matriz subestocástica con entradas positivas y
autovalores ρ1, . . . , ρd (d = |Λ|) ordenados de tal forma que ρ1 > |ρ2| ≥ . . . >
|ρd|. Sean v1 y w1 los autovectores de Perron-Frobenius a izquierda y derecha
respectivamente normalizados de forma tal que

∑
vx = 1, vT

1 w1 = 1. Entonces
existe k ∈ N tal que

etQ = eρtw1v
T
1 + O(tket|ρ2|) (4.9)

Demostración. Para calcular etQΛ procedemos como se indica en el Apéndice A:
QΛ tiene una descomposición de la forma

QΛ = S + N,

donde S es diagonalizable en C y N es nilpotente, además S y N conmutan y
los autovalores de QΛ son los autovalores de S (con mismos autovectores, los
restantes autovectores de S son autovectores generalizados de QΛ). Entonces
existe un polinomio p : R→ R tal que

etQΛ = etSp(tN).

Es de suponer entonces que el comportamiento en in�nito de etQΛ está deter-
minado por etS . Ahora bien, como S es diagonalizable, tenemos una matriz W ,
formada por �las w1, . . . , wd de autovectores a derecha de S y una matriz V , for-
mada por columnas v1, . . . , vd de autovectores a izquierda de S tal que W = V −1

y
diag[ρ1, . . . , ρd] = V SW,
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es decir que
etS = Wdiag[etρ1 , . . . , etρd ]V.

Entonces

etQΛ =Wdiag[etρ1 , 0, . . . , 0]V + Wdiag[0, etρ2 , . . . , etρd ]V p(tN)
+Wdiag[etρ1 , 0, . . . , 0]V (p(tN)− I).

Donde I es la matriz identidad. Analicemos ahora término por término. El primer
término del lado derecho es igual a etρ1w1v

T
1 que es lo que queríamos obtener. El

segundo término puede ser acotado por (‖ · ‖ es la norma matricial asociada a la
norma euclídea en R|Λ|).

‖Wdiag[0, etρ2 , . . . , etρd ]V p(tN)‖ ≤ etρ2‖W‖‖V ‖‖p(tN)‖ ≤ Ctketρ2 ,

para ciertas constante C y k que no dependen de t. Por último el tercer término
es exactamente cero ya que el rango de la matriz N esta contenido en el núcleo
de Wdiag[etρ1 , 0, . . . , 0]V . Por lo tanto

etQ = etρ1w1v
T
1 + O(tketρ2),

que es lo que queríamos probar. ¥

Estamos en condiciones de calcular el límite de Yaglom, tenemos

ϕµ
t (x) =

∑
y∈Λ µ(y)pt(y, x)∑

z∈Λ

∑
y∈Λ µ(y)pt(y, z)

=
(µPt)(x)∑
z∈Λ(µPt)(z)

=
µT [etρ1w1v

T
1 + O(tketρ2)](x)∑

z∈Λ µT [(etρ1w1vT
1 + O(tketρ2)](z)

=
(µT w1)v1(x)∑

z∈Λ((µT w1)v1)(z)
+ O(tket(ρ2−ρ1)) = v1(x) + O(tket(ρ2−ρ1))

Por lo tanto, poniendo ν(x) = v1(x) tenemos que para todo x ∈ Λ

|ϕµ
t (x)− ν(x)| ≤ O(tket(ρ2−ρ1))

Esto prueba que el límite de Yaglom de cualquier distribución inicial µ es el
autovector de Perron-Frobenius de Pt y por lo tanto esa es la única medida quasi-
estacionaria que denotaremos ν. ¥

4.3. El tiempo de absorción
Una característica muy importante de los procesos con estados absorbentes

es el tiempo transcurrido hasta la absorción. Por eso de�nimos para cada estado
x ∈ Λ el tiempo de parada

T x := ı́nf{t > 0, Xt = 0}.
De la misma forma, para una medida inicial µ de�nimos el tiempo de absorción
de µ como

Tµ :=
∑

x∈Λ

T xµ(x).

El tiempo de absorción de una medida cuasi-estacionaria tiene una distribución
que es muy fácil de describir como muestra el siguiente lema.
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Lema 4.2. Sea X = (Xt, t ≥ 0) un proceso de Markov a valores en Λ∪ {0} con
el 0 como estado absorbente. Si ν es una distribución cuasi-estacionaria para X
entonces T ν tiene distribución exponencial.

Demostración. Probaremos que T ν tiene la propiedad de falta de memoria. De
hecho

P(T ν > t + s|T ν > t) =Pν(T > t + s|T > t) = Pν(Xt+s ∈ Λ|Xt 6= 0)
=Pν(Xs ∈ Λ) = P(T ν > s).

¥

En la sección anterior vimos que cuando Λ es �nito (y Q irreducible) siempre
existe una única distribución cuasi-estacionaria y el límite de Yaglom es esta
distribución para toda distribución inicial µ.

Cuando Λ es in�nita (numerable) el panorama es completamente distinto:
pueden existir in�nitas distribuciones cuasi-estacionarias, una (como en el caso
�nito) o ninguna.

Este resultado, además de caracterizar la distribución del tiempo de absorción
bajo la medida cuasi-estacionaria, es sumamente útil cuando se trata con espacios
de estados in�nitos porque dice que si hay una medida cuasi-estacionaria, el
tiempo de absorción tiene que tener distribución exponencial (bajo la cuasi) pero
como las medidas cuasi estacionarias son positivas en todos los puntos de Λ se
tiene que E(eαν(x)T x

) ≤ E(eα
P

x T xν(x)) < ∞ si α es pequeño. Como ν(x) > 0
tenemos que una condición necesaria para la existencia de una medida cuasi-
estacionaria es que el tiempo de absorción de cada uno de los x ∈ Λ tenga un
momento exponencial. Esto es equivalente a que ocurra para algún x.

4.3.1. La condición de Ferrari-Kesten-Martínez-Picco
En 1995, Ferrari, Kesten, Martínez y Picco ([5]) probaron que esta condición

no solo es necesaria si no que además es (bajo ciertas condiciones) su�ciente.

Teorema 4.2. Sea Λ = N y T el tiempo de absorción de la cadena X = (Xt, t ≥
0). Asumamos ĺımx→∞ Px(T > t) = 0 y que para algún x ∈ Λ, Px(T < ∞) = 1.
Entonces existe una distribución cuasi-estacionaria si y sólo si existe θ > 0 tal
que ExeθT < ∞

5. El Proceso de Fleming-Viot
5.1. Introducción

Llamaremos Proceso de Fleming-Viot a un proceso que es ligeramente distinto
al introducido por Fleming y Viot en [10], sin embargo tiene grandes similitudes
y desde que ha sido introducido en [2] relacionado con las distribuciones cuasi-
estacionarias ha quedado establecido llamar Proceso de Fleming-Viot (fv) al
proceso que describiremos a continuación.

Dada una cadena de Markov X = (Xt, t ≥ 0) a tiempo continuo con espacio de
estados Λ∪{0} �nito, matriz de tazas Q y 0 como estado absorbente, le asociamos
a X un proceso de fv que denotaremos ξ = (ξt, t ≥ 0). Fijada la cantidad de
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partículas (individuos) N , el proceso fv asociado a X con N individuos es una
cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de estados ΛN . El estado de la
cadena ξt = (ξ1

t , . . . , ξN
t ) representa la posición (estado, tipo) de cada uno de los

individuos. Cada uno de los individuos evoluciona en Λ de forma independiente y
gobernado por la matriz de tasas Q. Cuando un individuo es absorbido (muere)
instantáneamente elige a uno de los individuos �vivos� uniformemente y toma su
posición (reencarna). Observar que como la cadena es a tiempo continuo, no hay
muertes simultáneas (¾por qué?). Entre tiempos de absorción, cada una de las
partículas evoluciona en Λ de forma independiente gobernada por Q.

Dada una con�guración de partículas ξ = (ξ1, . . . , ξN ), denotamos con ξi,x

a la con�guración que resulta de �jar a la partícula i en el estado x (y dejar al
resto de las partículas en su lugar). Es decir ξi,x(i) = x y ξi,x(j) = ξ(j) para todo
j 6= i. Con esta notación podemos describir al proceso de fv en términos de sus
tasas. Este proceso pasa de la con�guración ξ a la con�guración ξi,x (x 6= ξ(i)) a
tasa

q(ξ(i), x) + q(ξ(i), 0)

∑N
j 6=i 1{ξ(j)=x}

N − 1
. (5.10)

El primer término surge de que la partícula i evoluciona (mientras no es absorbi-
da) como una cadena de Markov con matriz de tasas Q. El segundo término surge
de que si la cadena es absorbida (esto ocurre a tasa q(ξ(i), 0)) entonces elige a una
de las partículas que está en Λ. Cada una de ellas con probabilidad 1/(N − 1).
Podemos escribir entonces el generador de este proceso como

LNf(ξ) =
N∑

i=1

∑

x∈Λ\{ξ(i)}

[
q(ξ(i), x) + q(ξ(i), 0)

∑N
j 6=i 1{ξ(j)=x}

N − 1

]
(f(ξi,x)− f(ξ)).

(5.11)
Vamos a querer considerar también el proceso de�nido por la cantidad de partícu-
las que hay en cada uno de los sitios x, η(ξ, x). Utilizaremos m(ξ) para la medida
empírica inducida por la con�guración ξ ∈ ∪NΛN

η(ξ, x) :=
N∑

i=1

1{ξ(i) = x} y m(ξ) :=
∑

x∈Λ η(ξ, x)δx∑
x∈Λ η(ξ, x)

(5.12)

También usamos mx(ξ) para denotar a m(ξ)(x). Con esta notación podemos
calcular, utilizando el generador (5.11) y la ecuación (2.2), la derivada temporal
de EN

ξ [mx(ξt)] (el super índice N indica la cantidad de partículas que tiene el
proceso y el subíndice ξ indica que el proceso de fv comenzó con la con�guración
inicial ξ). Obtenemos entonces

dEN
ξ [mx(ξt)]

dt
=

∑

y∈Λ

q(y, x)EN
ξ [my(ξt)] +

N

N − 1

∑

y∈Λ

q(y, 0)EN
ξ [my(ξt)mx(ξt)] .

(5.13)
La idea detrás del proceso de Fleming-Viot es que cada una de las partícu-

las está reproduciendo la evolución condicionada y por lo tanto si promediamos
las posiciones de las partículas (medida empírica inducida por las partículas)
obtendremos una aproximación de la evolución condicionada, y lo mismo para
los límites temporales: si comenzamos el proceso de fv con una con�guración ξ
sorteada con la medida invariante de fv entonces cuando N → ∞ si miramos
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la medida empírica inducida por las partículas deberíamos ver algo cercano a la
distribución cuasi-estacionaria.

Observación 5.1. Observar que esto da una forma de simular a la distribución
cuasi-estacionaria.

Los procesos de fv para aproximar distribuciones condicionadas y cuasi-
estacionarias fueron introducidos por Burdzy, Hollyst y March en [2]. Ferrari
y Maric ([7]) fueron los primeros en considerar el problema para espacio de esta-
dos numerables y en probar cotas para las correlaciones que, como veremos más
adelante, son fundamentales para probar los resultados deseados.

En esta sección daremos los lineamentos de la demostración de los hechos
mencionados arriba. Los detalles pueden ser encontrados en [1].

5.2. Correlaciones
Suponiendo que para la con�guración inicial ξ vale que µ está cerca de m(ξ) y

comparando la ecuación (5.13) con (4.6) puede esperarse que EN
ξ [m(ξt)] converja

a ϕµ
t cuando N →∞. También parece razonable que para probar esto último sea

necesario probar que

EN
ξ [my(ξt)mx(ξt)]− EN

ξ [my(ξt)]EN
ξ [mx(ξt)] → 0 (N →∞).

Dicho en palabras, que las correlaciones entre las medidas de ocupación de dos
sitios distintos tienden a cero cuando el número de partículas tiende a in�nito. A
esta propiedad se la denomina Propagación del Caos.

La prueba de esta propiedad es delicada. Involucra una construcción grá�ca
del proceso y debe ser probado el hecho de que si bien la posición de una partícula
a tiempo t depende de la posición de las partículas sobre las que saltó alguna vez y
las partículas sobre las que estas últimas saltaron, etc. el total de estas partículas
es pequeño comparado con N . De hecho es de orden eκt/N como muestra la
siguiente proposición. La demostración puede hallarse en [1]

Proposición 5.1. Para cada t > 0, y cualquier x, y ∈ Λ

sup
ξ∈ΛN

∣∣EN
ξ [mx(ξt)my(ξt)]− EN

ξ [mx(ξt)]EN
ξ [my(ξt)]

∣∣ ≤ 1{x=y}
N

+
2
N

(
e2Ct − 1

)
.

(5.14)

Para cada N ≥ 2 el proceso de fv es irreducible (¾por qué?) y por lo tanto
tiene una única medida invariante y comenzado con cualquier medida, el proceso
converge a la medida invariante. Denotaremos a esta medida de probabilidad en
ΛN con λN .

5.3. Convergencia
La independencia asintótica (5.14) implica la convergencia de las medias em-

píricas en el proceso de fv a la evolución condicionada ϕ
m(ξ)
t , uniformemente en

ξ. Más aún, el Teorema de Darroch y Seneta muestra que la evolución condi-
cionada está cerca de la distribución condicionada uniformemente en ξ. Estos dos
hechos dan lugar al siguiente resultado.
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Teorema 5.1. Para todo t > 0

ĺım
N→∞

sup
ξ∈ΛN

EN
ξ [‖m(ξt)− ϕ

m(ξ)
t ‖] = 0. (5.15)

Más aún,
ĺım

N→∞

∫

ΛN

‖m(ξ)− ν‖ dλN (ξ) = 0. (5.16)

Aquí ‖ · ‖ denota la norma euclídea en R|Λ|.

Observación 5.2. Notar que el límite (5.16) es consecuencia de (5.15) usando
(4.8):

∫

ΛN

‖m(ξ)− ν‖ dλN (ξ) =
∫

ΛN

EN
ξ [‖m(ξt)− ν‖] dλN (ξ)

≤
∫

ΛN

EN
ξ [‖m(ξt)− ϕ

m(ξ)
t ‖] dλN (ξ) +

∫

ΛN

‖ϕm(ξ)
t − ν‖ dλN (ξ)

≤ sup
ξ∈ΛN

EN
ξ [‖m(ξt)− ϕ

m(ξ)
t ‖] + sup

µ∈M
‖ϕµ

t − ν‖.

(5.17)

Demostración del Teorema 5.1. Teniendo en cuenta (5.17), debemos es-
timar la esperanza EN

ξ

[
‖m(ξt)− ϕ

m(ξ)
t )‖

]
. Notar que

EN
ξ

[
‖m(ξt)− ϕ

m(ξ)
t ‖

]
≤ EN

ξ

[‖m(ξt)− EN
ξ [m(ξt)] ‖

]
+ ‖EN

ξ [m(ξt)]− ϕ
m(ξ)
t ‖.
(5.18)

Tomando y = x en (5.14) obtenemos

E
[
(mx(ξt)− E[mx(ξt)])

2
]
≤ 2e2Ct

N
. (5.19)

Utilizando la desigualdad de Jensen llegamos a

[
EN

ξ ‖m(ξt)− EN
ξ [m(ξt)] ‖

]2 ≤ EN
ξ

[‖m(ξt)− EN
ξ [m(ξt)] ‖2

] ≤ 2|Λ|e2Ct

N
. (5.20)

El segundo término en (5.18) lo tratamos con el siguiente lema.

Lema 5.1. Para cualquier T > 0,

ĺım
N→∞

máx
0≤t≤T

máx
ξ∈ΛN

‖EN
ξ [m(ξt)]− ϕ

m(ξ)
t ‖ = 0 . (5.21)

Demostración. Introducimos un poco de notación para simpli�car.

ux(t) = EN
ξ [mx(ξt)] , y vx(t) = ϕ

m(ξ)
t (x). (5.22)

Mostraremos que hay una constante B tal que para todo t > 0

d

dt
‖u(t)− v(t)‖2 ≤ B‖u(t)− v(t)‖2 +

4e2Ct
∑

y q(y, 0)
N

. (5.23)

Como ‖u(0)− v(0)‖ = 0, el resultado se sigue de la Desigualdad de Gronwall que
puede verse en el Apéndice C.
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Fijamos t > 0 y omitiremos escribir la dependencia temporal. De (5.13) obten-
emos

dux

dt
=

∑

y∈Λ

q(y, x)uy +
∑

y∈Λ

q(y, 0)uxuy + Rx(ξ, t) (5.24)

donde Rx(ξ, t) =
∑

y∈Λ

q(y, 0)
[

N

N − 1
EN

ξ [my(ξt)mx(ξt)]− EN
ξ [my(ξt)]EN

ξ [mx(ξt)]
]

.

La Proposición 5.1, implica que

sup
x∈Λ

sup
ξ
|Rx(ξ, t)| ≤ 2e2Ct

∑
y q(y, 0)

N
. (5.25)

Por otra parte, de (4.6)
dvx

dt
=

∑

y∈Λ

q(y, x)vy +
∑

y∈Λ

q(y, 0)vxvy. (5.26)

Restando (5.26) de (5.24), obtenemos
d(ux − vx)

dt
=

∑

y∈Λ

q(y, x)(uy − vy) +
∑

y∈Λ

q(y, 0)(uxuy − vxvy) + Rx(ξ, t).

Ahora,
d

dt

1
2
‖u(t)−v(t)‖2 =

∑
x

d(ux − vx)
dt

(ux − vx)

=
∑

x∈Λ

∑

y∈Λ

q(x, y)(uy − vy)(ux − vx) +
∑

x∈Λ

∑

y∈Λ

q(y, 0)(uxuy − vxvy)(ux − vx)

+
∑

x

Rx(ux − vx).

(5.27)
Tratamos cada término en el lado derecho de (5.27) por separado. Primero,

|
∑

x∈Λ

∑

y∈Λ

q(x, y)(uy − vy)(ux − vx)| ≤

 ∑

x,y∈Λ

q2(x, y)




1/2

‖u− v‖2. (5.28)

Para tratar al segundo término observamos que uxuy − vxvy = vx(uy − vy) +
uy(ux − vx) y por lo tanto el segundo término en (5.27) vale
∑

x∈Λ

∑

y∈Λ

q(y, 0)vx(uy − vy)(ux − vx) +
∑

x∈Λ

∑

y∈Λ

q(y, 0)uy(ux − vx)(ux − vx). (5.29)

Como v es acotada, el primer término en (5.29) puede ser tratado como (5.28)
con q(x, y) reemplazada por q̃(x, y) := q(y, 0)vx. El segundo término en (5.29)
vale

‖u− v‖2
∑

y

q(y, 0)uy ≤ ‖u− v‖2 sup
y

q(y, 0).

Finalmente, teniendo en cuenta que
∑

x vx =
∑

x ux = 1, el último término en
(5.27) lo podemos acotar por

2 sup
x
|Rx| ≤

4e2Ct
∑

y q(y, 0)
N

Juntando todas estas cuentas obtenemos (5.23). ¥
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6. Espacios numerables
Si relajamos la condición de que Λ sea �nito y permitimos que sea numerable

todo un nuevo mundo se abre. Todo lo dicho en estas notas deja de valer en
general. No es inmediata ni la existencia ni la unicidad de la distribución quasi-
estacionaria y tampoco el comportamiento de Fleming-Viot.

A continuación esbozamos solo dos problemas a modo de ejemplo para ver
algunos de los problemas interesantes que aparecen en este contexto y algunos de
los resultados conocidos con referencias a cada uno de ellos. Esta lista no es ni
exhaustiva ni representativa.

6.1. Procesos de Rami�cación subcríticos y el límite
de Yaglom

Los procesos de rami�cación, o procesos de Galton-Watson fueron introduci-
dos por Francis Galton, quien investigaba sobre la posibilidad de extinción de
los apellidos. En su modelo un hombre tenía cierta cantidad (aleatoria) de hi-
jos varones y a su vez cada uno de ellos tenía una cantidad aleatoria de hijos
varones. El proceso continúa mientras haya hijos varones (no se extingan). El
modelo supone que todos los hijos varones tienen hijos con la misma distribución
y en forma independiente. Para una primera de�nición de este proceso conviene
pensar al tiempo como discreto, representando a cada una de las generaciones.
Puede darse una de�nición equivalente para tiempo continuo pero no lo haremos
aquí. La de�nición del proceso es

X0 = 1, Xn+1 =
Xn∑

i=1

ξ
(n+1)
i ,

donde (ξn
j , j ≥ 1, n ≥ 1) con variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas.
El comportamiento asintótico de este proceso depende de E(ξ1

1). Si E(ξ1
1) ≤ 1

el proceso de extingue con probabilidad uno (salvo que P(ξ1
1 = 1) = 1). En

cambio, si E(ξ1
1) > 1, con probabilidad positiva el proceso sobrevive para todo

n ≥ 1.
Para el caso E(ξ1

1), en 1947 A.M. Yaglom ([19]) probó la existencia del límite
de la evolución condicionada. A partir de ahí se le dio el nombre de límite de
Yaglom a este tipo de límites.

6.2. Procesos de Nacimiento y Muerte
Los procesos de nacimiento y muerte son una familia bastante amplia de proce-

so con espacio de estados N. Sirven para modelar diversos fenómenos comenzando
por modelos de nacimiento y muerte como indica su nombre pero también para
paseos al azar en N, colas, modelos epidemiológicos, etc.

Las tasas de este proceso están dadas por

q(x, x + 1) = px, q(x, x− 1) = qx, q(x, y) = 0 si x 6= x + 1, x− 1,

para x ∈ N y por ultimo q(0, y) = 0 para todo y ∈ N.



A EXPONENCIALES DE MATRICES 22

Bajo condiciones sobre px, qx, x ∈ N este proceso es absorbido con probabili-
dad uno. La mas simple es px = p, qx = q para todo x ∈ N con p < q.

En el caso en que el proceso es absorbido con probabilidad uno, varios autores
estudiaron los límites de Yaglom. Entre ellos [3, 8, 9, 11, 14, 16, 17, 18]. En
estos trabajos los autores muestran que, dependiendo de los parámetros puede
haber una única distribución cuasi-estacionaria, in�nitas (parametrizadas por un
parámetro) o ninguna. Además encuentran el dominio de atracción de cada una
de las distribuciones quasi-estacionarias.

Para esta familia de procesos, no se conoce el comportamiento del proceso de
fv asociado. Recientemente se probó la ergodicidad del proceso para N �jo, pero
se desconoce el comportamiento cuando N →∞.

Agradecimientos.

A Pablo Ferrari por introducirme en el tema. Por su disposición y generosidad
interminables. A Cristian Coletti por charlas productivas que ayudaron a escribir
este apunte.

A. Exponenciales de Matrices
En este apéndice haremos un rápido repaso por la teoría de exponenciación

de matrices, que puede verse con detalle en [13].
Dada una matriz P , se de�ne su exponencial como

eP =
∞∑

k=0

P k

k!
.

Sin mayor di�cultad, se prueban las siguientes propiedades.

Proposition A.1. Sean P, S, T,N ∈ Rn×n, entonces

1. La serie que de�ne eP es absolutamente convergente.
2. Si Q = PTP−1 entonces eP = PeT P−1.

3. Si T = diag[λ1, . . . , λn] entonces eT = diag[eλ1,...,eλn ].

4. ‖eP ‖ ≤ e‖P‖.

5. Si ST = TS entonces eS+T = eSeT .

6. e−S = (eS)−1.

7. Si existe k tal que Nk = 0 (nilpotente) entonces eN = I + N + 1
2N2 + · · ·+

1
k!N

k.

El siguiente teorema es una herramienta fundamental para poder calcular
exponenciales de matrices.

Teorema A.1. Para toda matriz A ∈ Rn×n existen matrices únicas S y N tales
que
1. A = S + N ,
2. SN = NS,
3. S es semisimple (diagonalizable en C).
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4. N es nilpotente (existe k ∈ N tal que Nk = 0).
5. Los autovectores de A pertenecen al núcleo de N (y por lo tanto son au-

tovectores de S con mismo autovalor)

Corolario A.1. En las condiciones del teorema anterior, existe un polinomio p
de grado menor o igual que n tal que

eA = eSp(N).

B. Teorema de Perron-Frobenius
A lo largo de este apéndice P = (Pij , 1 ≤ i, j ≤ n) es una matriz cuadrada con

entradas reales no negativas. Es decir Pij ≥ 0 para todo i, j. Escribimos P ≥ 0 y
decimos que P es no-negativa. Si tenemos Pij > 0 para todo i, j escribimos P > 0
decimos que P es una matriz positiva.

Teorema B.1. (Perron-Frobenius) Sea P una matriz positiva, entonces existe
un autovalor r de P tal que
(a) r es real y positivo.
(b) Se le pueden asociar a r un autovector a derecha w y uno a izquierda v

con entradas estrictamente positivas. Estos autovectores son únicos salvo
constante multiplicativa.

(c) r > |λ| para todo autovalor λ 6= r.
(d) Si 0 ≤ B ≤ P (componente a componente) y β es un autovalor de B

entonces |β| ≤ r. Más aún, |β| = r implica B = P

(e) r es una raíz simple del polinomio característico de P .

Demostración. Ver [15]. ¥

C. Desigualdad de Gronwall
El siguiente lema es una herramienta muy importante para acotar soluciones

de ecuaciones diferenciales e integrales. Se usa entre otras cosas para probar la
unicidad de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias. La idea funda-
mental detrás del lema es que soluciones de ecuaciones parecidas, son parecidas.
Una prueba de este lema se puede hallar en cualquier libro de ecuaciones difer-
enciales ordinarias, por ejemplo [13].

Lema C.1 (Gronwall). Sea u : [0, T ] → R continua y no negativa y supongamos
que existen constantes C, K ≥ 0 tales que para todo 0 ≤ t ≤ T

u(t) ≤ C +
∫ t

0
Ku(s) ds,

entonces para todo 0 ≤ t ≤ T
u(t) ≤ CeKt.
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