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Resumen

En este artículo se presenta una descomposición del espacio de in-
volucionesM del grupo simétricoSn, interpretado como QSn-módulo
bajo la acción dada por la conjugación signada. Esta descomposición,
se consigue estableciendo una conexión entre funciones signos de sub-
grupos parabólicos de Sn y módulos de Macdonald de Sn. En particu-
lar, se obtiene una forma alternativa de establecer queM es un modelo
de Gelfand para Sn, en relación con los resultados de Kodiyalam y
Verma en [12].

1. Introducción

Unmodelo de Gelfand para un grupo �nitoG, es una representación ordinaria
del grupo, cuyo carácter es la suma de todos los caracteres irreducibles de
G (ver [15]). Después de la construcción de Bernstein, Gelfand y Gelfand,
de este tipo de modelos para grupos de Lie compactos en [7], el primero en
introducir un modelo de Gelfand para grupos �nitos fue Klyachko en [11], en
este caso, para el grupo general lineal sobre un cuerpo �nito. El modelo de
Klyachko, fue también tratado por Howlett y Zworestine en [9] y por Inglis
y Saxl en [10]. Pantoja y Soto-Andrade presentan un modelo para un grupo
de movimientos en [15].
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Modelos polinomiales de Gelfand para el grupo simétrico generalizado y gru-
pos de Weyl de tipos An, Bn y Dn fueron tratados en [3], [1], [4] y [5]. Desde
un enfoque diferente, modelos por involuciones son presentados por Badde-
ley en [6] y un modelo para el grupo simétrico Sn es también estudiado por
Kodiyalam y Verma en [12].
Estamos interesados en esta última realización de modelo de Gelfand para
Sn. Con el objeto de entender mejor esta construcción y evaluar la posibilidad
de extenderla a otros grupos de re�exiones, en el presente trabajo nos hemos
ocupado en obtener la descomposición de los espacios generados por una
clase de conjugación de una involución en Sn, conforme con el resultado
principal de este artículo establecido en el Teorema 5.9. Algún avance en
esta dirección se obtuvo en [2], donde se trató la descomposición del espacio
generado por las re�exiones de un grupo de Weyl clásico, es decir, un grupo
de tipo An ' Sn+1, de tipo Bn o de tipo Dn.
En la sección 4 se introducen ciertos elementos en el espacio linealM gen-
erado por las involuciones de Sn, los cuales se asocian con funciones signo
de subgrupos parabólicos de Sn. Estos elementos son usados en la sección 5
para una conexión entre Sn-submódulos deM y módulos de Macdonald, a
partir del lema 5.8.
Todos los espacios en este artículo, serán considerados sobre el cuerpo Q de
los números racionales.

2. Módulos de Macdonald

Los módulos de Macdonald son módulos asociados a representaciones irre-
ducibles de grupos de re�exiones, construídos a partir de los sistemas de
raíces de subgrupos de re�exiones del grupo considerado. Los mismos fueron
introducidos porMacdonald en 1972 para grupos de Weyl. Estas representa-
ciones extienden, en cierto modo, la de los módulos de Spech para el grupo
simétrico, introducidos por Spech en [16].
El grupo simétrico Sn, o grupo de Weyl de tipo An�1, tiene asociados los
Módulos de Macdonald obtenidos a partir de cada subgrupo parabólico S�

donde � = (�1; : : : ; �h) es una partición de n y S� es un subgrupo de Sn de
tipo S�1 � � � � �S�h.
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Asociamos con la partición � una descomposición de In = f1; 2; : : : ; ng

In =
ha
j=1

Il (1)

donde

I1 = f1; 2; : : : ; �1g e Il =
n
1 +

Pj�1
i=1�i; 2 +

Pj�1
i=1�i; : : : ;

Pj
i=1�i

o
El módulo de Macdonald asociado con la partición �, es el subespacioM� de
Q [x1; : : : ; xn], generado por los permutados del polinomio:

V� =
hY
l=1

Y
i>j
i;j2Il

(xi � xj) =
hY
l=1

V (Il)

donde V (Il) es el determinante de Vandermonde en las variables xi con i 2 Il.

3. El espacio de involuciones

Cuando las representaciones de un grupo G pueden ser realizadas sobre los
números reales, como es el caso de los grupos �nitos de Coxeter (ver [8]),
haciendo uso del indicador de Frobenius-Schur, es posible establecer que la
dimensión de un modelo de Gelfand para G coincide con el número de in-
voluciones en G. Esto motiva a considerar el espacio lineal generado por las
involuciones de G, como espacio base para la construcción de un modelo de
Gelfand
Sea I el conjunto de involuciones enSn. Designamos conM el subespacio del
álgebra de grupo QSn generado por I. ConsideramosM como QSn-módulo
vía la acción de Sn dada por:

� � (i1; i2) � � � (i2m�1; i2m) = �� � (� (i1) ; � (i2)) � � � (� (i2m�1) ; � (i2m))

donde � 2 Sn, (i1; i2) � � � (i2m�1; i2m) 2 I y �� es el número de inversiones de
� en los pares (i2j�1; i2j).
En [12], Kodiyalam y Verma muestran queM en un modelo de Gelfand para
Sn, basándose en el análisis del anillo de los QSn-endomor�smos deM.
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Sea Im � I el conjunto de involuciones de longitud m, es decir, de las in-
voluciones que son producto de m transposiciones disjuntas. Es claro queM
puede ser descompuesto, como QSn-módulo, en la forma:

M =

[n2 ]M
m=0

Mm (2)

dondeMm es el subespacio deM generado por las involuciones en Im.

De�nición 3.1. La representación de una involución � 2 Sn, como producto
de ciclos disjuntos,

� = (i1; i2) (i3; i4) � � � (i2m�1; i2m)

es la representación normal de �, si i2j�1 < i2j, y además, las transposiciones
están ordenadas por el menor índice de cada transposición, es decir

i1 < i3 < � � � < i2m�1

Notar que en las condiciones de la de�nición precedente, hay una única ex-
presión asociada con cada involución.

4. La Función Signo

La conexión entre los espacios generados por involuciones y los módulos de
Macdonald, se realizará a través de las funciones signos de los subgrupos
parabólicos de Sn.
Sea k � n, Ik = fi1; i2; : : : ; ikg � In con i1 < i2 < � � � < ik y S (Ik) el grupo
simétrico de Ik. UsaremosM (Ik) para referirnos al espacio generado por las
involuciones de longitud máxima en S (Ik), es decir, de longitud k, si k es
un número par, o de longitud k� 1, si k es un número impar. Es conveniente
destacar que, en este artículo, la longitud de una involución es el número de
transposiciones disjuntas que intervienen en su descomposicón cíclica.

Notación 4.1. Para un número natural k, en todo lo que sigue, indicaremos
con k el mayor número par menor o igual que k, es decir:

k =

�
k si k es par

k � 1 si k es impar
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Llamaremos involución canónica en S (Ik) a la involución � dada por:

� = (i1; i2) (i3; i4) � � �
�
ik�1; ik

�
No es difícil ver que el estabilizador de f�;��g en S (Ik) está dado por

E� = S� oH�

donde H� está generado por las involuciones

(i1; i3) (i2; i4) ; (i3; i5) (i4; i6) ; : : : ;
�
ik�3; ik�1

� �
ik�2; ik

�
y donde S� está dado por

S� = S fi1; i2g �S fi3; i4g � � � � �S
�
ik�1; ik

	
Además,H� está contenido en el centralizador � enS (Ik) y es un subgrupo del
grupo alternado A (Ik). Por otra parte, H� opera permutando los elementos
del conjunto �

fi1; i2g ; fi3; i4g ; : : : ;
�
ik�1; ik

		
de tal modo, que resulta ser isomorfo a S k

2

.

Usaremos T� para denotar un transversal en el cociente S (Ik) =E�, elegido del
siguiente modo: Si

(j1; j2) � � �
�
jk�1; jk

�
es la representación normal de una involución, elegimos � 2 T� de�nido por

� (il) = jl 1 � l � k

De este modo se tiene

� (�) = (j1; j2) � � �
�
jk�1; jk

�
De�nición 4.2. Con las notaciones precedentes, de�nimos la función signo
enM (Ik) como

�Ik =
X
�2T�

sg (�) � � �

Ejemplo 4.3. Si Ik = f1; 2; : : : ; kg, notamos �k = �Ik . Se tiene:

�1 = 1

�2 = (1; 2)

�3 = (1; 2)� (1; 3) + (2; 3)
�4 = (1; 2) (3; 4)� (1; 3) (2; 4) + (1; 4) (2; 3)
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Observación 4.4. Es oportuno notar que en los términos del desarrollo de
�Ik , intervienen todas las involuciones de S (Ik) que tienen longitud máxima.
La denominación de �Ik , obedece a que este elemento está asociado precisa-
mente con la función signo en S (Ik), como se verá en la siguiente proposi-
ción.

Con el objeto de simpli�car la notación, en la siguiente proposición usaremos
Ik = f1; 2; : : : ; kg, Sk = S (Ik) y �k = �Ik .

Proposición 4.5. Con las notaciones precedentes, se tiene:
i) Si k es impar, entonces

�k =

 
1�

k�1X
i=1

(i; k)

!
�k

ii) Sea v 6= 0 enM (Im) tal que:

�v = sg (�) v 8� 2 Sk (3)

entonces
�
m
2

�
�
�
k
2

�
.

iii) �k 6= 0, y �k satisface las identidades en (3).
iv) Si v 2M (Ik) es como en ii), entonces v = ��k para algún � 2 Q.

Demostración. i) Sea � la involución canónica en S (Ik). Por su de�ni-
ción, � es también la involución canónica enS (Ik). Para cada � en el transver-
sal T� (Ik) de S (Ik), y cada i < k, la involución (i; k) � � � interviene en la
expresión de �k con el signo opuesto al signo con que �� interviene en la
expresión de �k. En efecto, sea

� � � = (i1; i2) (i3; i4) � � �
�
ik�1; ik

�
la representación normal de � � �. Si i = ij con j par, se tiene

(i; k) � � � = (i1; i2) � � � (ij�1; k) � � �
�
ik�1; ik

�
es la representación normal de (i; k) � ��, y esta involución �gura acompañada
de sg ((i; k) �) en la expresión de �k.
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En otro caso, si i = ij con j impar, resulta

(i; k) � � � = (�1) (i1; i2) � � � (ij+1; k) � � �
�
ik�1; ik

�
:

Dado que

(k; j + 1; j) � � � = (i1; i2) � � � (ij+1; k) � � �
�
ik�1; ik

�
el signo con el que interviene � � � en la expresión de �k es opuesto al signo
con el que interviene (k; j + 1; j) � � � en la expresión de �k.
Teniendo en cuenta la clasi�cación del transversal T� (Ik) en S (Ik) según sus
elementos �jen un índice i, resulta:

T� (Ik) = T� (Ik) [
k�1a
i=1

(i; k) T� (Ik)

de donde se sigue i).
ii) Ponemos

v =
X
�

�� �

donde � recorre las involuciones de longitud máxima en S (Im). Supongamos�
k
2

�
>
�
m
2

�
. Entonces k � m+2 y para cada involución � de longitud máxima

en S (Im), existe una transposición � 2 S (Ik) que no es un factor de �, por
lo tanto �� = �. Pero, teniendo en cuenta la identidad �v = �v, garantizada
por (3),se observa que las involuciones en los términos de la expresión de
v correspondientes a � y ��, son intercambiadas entre sí para obtener la
expresión de �v. Se concluye que �� debe ser cero, y entonces, v = 0.
iii) De la observación 4.4, surge que �k es una suma signada involucrando
todas las involuciones de longitud máxima en S (Ik), y en consecuencia �k es
distinto de cero.
Escribiendo

�k =
X
�2T�

sg (�) � � �

=
X
�2T�

sg (�) �
1

jE�j
P

�2E�sg (�)� � �

=
1

jE�j
P

�2Sksg (�)� � �
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de la última expresión, resulta que �k veri�ca las identidades en (3).
iv) Pongamos

v =
X
�2T�

����

donde � 2 S (Ik) es la involución canónica. Sea w = v � ���k, se tiene que
� no interviene en las expresión de w y éste satisface las identidades en (3).
Sea � 2 T�, resulta

��1w = sg (�)w = �w
Pero en la expresión de ��1w aparece el término �� �, mientras que en la
expresión de �w no interviene �, de modo que �� debe ser igual a 0 y en
consecuencia w = 0, o bien v = ���k.

Observación 4.6. De la proposición precedente, surge que el carácter de
S (Ik), dado por la función signo, aparece con multiplicidad 1 en la rep-
resentación de S (Ik) asociada con el espacio M (Ik). Por otra parte, este
carácter no aparece en las representaciones asociadas a espacios generados
por involuciones de menor longitud.

5. Conexión con Módulos de Macdonald

Notación 5.1. Sea k = 2m , Ik = fi1; : : : ; ikg � In como antes, y sea
� = (i1; i2) (i3; i4) � � �

�
ik�1; ik

�
la involución canónica enMk.
Para un multiíndice � = (�1; : : : ; �m) notaremos con 
�� el permanente dado
por:


�� = Per

266664
(xi1xi2)

�1 (xi3xi4)
�1 � � �

�
xik�1xik

��1
(xi1xi2)

�2 (xi3xi4)
�2 � � �

�
xik�1xik

��2
...

...
. . .

...
(xi1xi2)

�m (xi3xi4)
�m � � �

�
xik�1xik

��m

377775
Para un multiíndice � = (�1; : : : ; �k) con V� (Ik) denotamos el dertermi-
nante;

V� (Ik) = det

26664
x�1i1 x�1i2 � � � x�1ik
x�2i1 x�2i2 � � � x�2ik
...

...
. . .

...
x�kik x�kik � � � x�kik

37775
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Si � = (0; 1; : : : ; k � 1), V� (Ik) es el determinante de Vandermonde que
notaremos con V (Ik).
Además, asociados con � tenemos

V� = (xi1 � xi2) � � �
�
xik�1 � xik

�

� = 


��
�

donde �� = (1; 3; : : : ; 2m� 1)

Observación 5.2. Es conveniente tener en cuenta que


� =
X
�2H�

� � (xi1xi2) (xi3xi4)
3 � � �

�
xik�1xik

�k�1
y que H� está contenido en centralizador de � en S (Ik).

Ahora vamos a identi�car a M con un subespacio del anillo de polinomios
Q [x1; : : : ; xn].
Sea � :M! Q [x1; : : : ; xn] la transformación lineal dada por

� (�) = V� � 
� (� 2 I)

Ejemplo 5.3.

� (i; j) = (xi � xj) (xixj)
� ((i; j) (k; l)) = (xi � xj) (xk � xl)

�
(xixj) (xkxl)

3 + (xixj)
3 (xkxl)

�
En Q [x1; : : : ; xn] consideramos la acción de Sn inducida por las relaciones
� � xi = x�(i). Veremos luego que � es un monomor�smo de QSn-módulos.

Observación 5.4. Es oportuno notar que las acciones de Sn, tanto sobre
M como sobre Q [x1; : : : ; xn], son compatibles con las operaciones de suma y
producto en cada caso, es decir:

� � (P +Q) = � � P + � �Q
� � (PQ) = � � P � �Q

para � 2 Sn, P;Q 2M ó P;Q 2 Q [x1; : : : ; xn].
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Proposición 5.5. � es un QSn-monomor�smo.

Demostración. Sea

� = (i1; i2) (i3; i4) � � � (i2m�1; i2m)

una involución en Sn. Acorde con la observación 5.4, se tiene:

� (� � �) = � ((� (i1) ; � (i2)) � � � (� (i2m�1) ; � (i2m)))
=
�
x�(i1) � x�(i2)

�
� � �
�
x�(i2m�1) � x�(i2m)

�
� Per

�
x�(i1); : : : ; x�(i2m)

�
= � � (V� � 
�)
= �� (�)

lo que muestra que � esSn-mor�smo. Para ver que � es inyectiva, mostraremos
que los polinomios

V� � 
� (4)

son linealmente independientes. Dado que, para � 2 Mk, estos polinomios
son homogéneos de grado

k

2
+ 2

�
1 + 3 + 5 + � � �+

�
k � 1

��
=
k
�
k + 1

�
2

bastará analizar aquellos que poseen un mismo grado. Sea P (xi1 ; xi2 ; : : : ; xik)
el polinomio dado por la expresión en (4). Puede observarse que en el desar-
rollo de la expresión de P , aparecen exactamente

2
k
2

�
k

2

�
!

monomios, todos ellos, permutados del monomio

M = x1i1x
2
i2
x3i3x

4
i4
� � �xk�1ik�1

xkik

Por otra parte, es claro que cualquier permutado de M aparece en algún
polinomio P . Luego, el número de monomios en P por el número de poli-
nomios P es mayor o igual que el número de permutados de M . Pero estos
números son

2
k
2

�
k
2

�
!; n!

2
k
2

�
k
2

�
!(n�k)!

y
�
n
k

�
k!

respectivamente. Como el producto, antes mencionado, coincide con el número
de permutados de M , no puede haber monomios comunes en los polinomios
P , y así, se tiene la independencia lineal anunciada.
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Lema 5.6. Sea k = 2m. Si � = (�1; : : : ; �k) y � = (�1; : : : ; �m) son multi-
índices tales que

�i = �2i�1 y �2i = �2i�1 + 1
�k = 0 si k es impar

entonces: X
�2T�

sg (�) �
�
V�


�
�

�
= V� (Ik)

Demostración. Con el solo objeto de simpli�car la notación, suponemos
Ik = f1; 2; : : : ; kg. Si k es par, el lema resulta de aplicar, reiteradamente, el
desarrollo de Laplace por bloques de 2� 2 en el determinante

V� (Ik) = det
�
x
�j
i

�
En efecto, ponemos:

det
�
x
�j
i

�
=
X
�2T�

sg (�) �

 X
�2H�

�

 
mY
i=1

(x2i � x2i�1) (x2i�1x2i)�2i�1
!!

=
X
�2T�

sg (�) �

 
mY
i=1

(x2i � x2i�1)
 X
�2H�

�
mY
i=1

(x2i�1x2i)
�2i�1

!!
=
X
�2T�

sg (�) � (V�

�
� )

Si k es impar, la identidad resulta de comparar el desarrollo del determinante
por su última �la con la expresiónX

�2T�

sg (�) �
�
V�


�
�

�
descompuesta según la partición

T� (Ik) = T� (Ik) [
k�1a
i=1

(i; k) T� (Ik)

como en la demostración de la Proposición 4.5, haciendo uso del caso prece-
dente cuando k es par.
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Notación 5.7. Sea � una partición de n y

In =
ha
j=1

Ij

la descomposición de In dada en (1). Denotemos con Sj el grupo S (Ij), con
S� el producto directo S1 � � � � � Sl y con �j, la función signo �Ij . Sea ��
dada por:

�� = �1 � � � �l
Es claro que �� está sociada con la función signo del subgrupo parabólico

S� = S (I1)� � � � �S (Il)

Por otra parte, usaremos �j, Hj y Tj para referirnos a la involución canóni-
ca de Sj, al centralizador de �j en Sj y al correspondiente transversal del
estabilizador Ej de f�j;��jg en Sj.
Por último, notaremos con T� y H� los grupos dados por:

T� = T1 � � � � � Tl y H� = H1 � � � � � Hl

Lema 5.8. Existe un polinomio homogéneo no nulo ��, con coe�cientes en-
teros no negativos tal que

� (��) = V���

Demostración. Partiendo de las identidades

�� = �1 � � � �l
�j =

X
�2Tj

sg (�) � � �j

podemos poner:

�� =
lY

j=1

X
�2Tj

sg (�) � � �j

=
X
�2T�

sg (�) � � �
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donde � = �1 � � � �l. Se sigue que

� (��) =
X
�2T�

sg (�) � � � (�) (5)

=
X
�2T�

sg (�) � � (V�
�)

En virtud de la observación 4.4 podemos poner


� =
X
�2H�

� � (xi1xi2) (xi3xi4)
3 � � �

�
xi2m�1xi2m

�2m�1
(6)

Dado queH� es un subgrupo deH�, la suma en (6) puede agruparse según las
clases laterales a izquierda H��H�, es decir, existen multiíndice �1; : : : ; �s,
todos permutados de (1; 3; : : : ; 2m� 1) tales que


i =
sX
t=1

X
�2H�

� � (xi1xi2)
�t1 (xi3xi4)

�t2 � � �
�
xih�1xih

��th
=

sX
t=1

X
�2H�

� � x�t

donde
x�

t

= (xi1xi2)
�t1 (xi3xi4)

�t2 � � �
�
xih�1xih

��th
Volviendo a la expresión en (5), tenemos:

� (��) =
X
�2T�

sg (�) � �
 
V�

sX
t=1

X
�2H�

x�
t

!

=

sX
t=1

X
�2T�

sg (�) � �
 
V�
X
�2H�

x�
t

!
Podemos descomponer

V� = V�1 � � �V�l y
X
�2H�

x�
t
=
Y


�tj
�j

donde �tj es la restricción de �
t a Ij, extendida con 0 si �j es impar, más

precisamente

�t

 
jX
i=1

�i

!
= 0 si �j es impar
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Ahora, usando el Lema 5.6

� (��) =
sX
t=1

0@ lY
j=1

X
�2Tj

sg (�) � �
�
V�j


�tj
�j

�1A
=

sX
t=1

lY
j=1

V�tj (Ij)

=

lY
j=1

V (Ij)

 
sX
t=1

lY
j=1

V�tj (Ij)

V (Ij)

!

Los cocientes
V�tj (Ij)

V (Ij)

son polinomios de Schur en las variables xi con i 2 Ij, es decir, son polinomios
simétricos que pueden ser expresados como suma de monomios x� donde los
exponentes � están asociados con las tablas de Young semistandard (ver [14]).
Se concluye que

� (��) = V���

donde

�� =
sX
t=1

lY
j=1

V�tj (Ij)

V (Ij)

satisface las condiciones pedidas.
El siguiente teorema, es el resultado principal de este artículo, allí mostramos
que la Sn-órbita de ��, genera un QSn-submódulo simple deMk, donde

k =

�
�1
2

�
+

�
�2
2

�
+ � � �+

�
�l
2

�
:=

�
�

2

�
Además, se establece que todo QSn-submódulo simple de Mk puede ser
obtenido de esa manera.

Teorema 5.9.
Mk '

M
[�2 ]=n

QSnV�
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Demostración. El operador diferencial dado por

@ =
nX
i=1

@

@xi

es Sn-invariante y se anula en los módulos de Macdonald QSnV� (ver [1])
Por el Lema 5.8 se tiene que � (Mk) contiene el QSn-módulo generado por

� (��) = V���

Se veri�ca
@ (� (��)) = V�@ (��)

Sea h el grado de ��, dado que �� tiene coe�cientes enteros no negativos,
resulta

@h (� (��)) = V�@
h (��) = pV�

donde p es un número entero positivo. Por ser @ un operadorSn-invariante, @
es un mor�smo de QSn-módulos. Se sigue queMk tiene un QSn-submódulo
isomorfo a QSnV�, y así, M

[�2 ]=k

QSnV�

es isomorfo a un QSn-submódulo de Mk. En consecuencia, M contiene
copias de todos los módulos de Macdonald, pero, teniendo en cuenta la di-
mensión deM, debe ser

Mk '
M
[�2 ]=n

QSnV�

y el teorema queda demostrado.

En virtud de la descomposición en (2), el corolario a continuación, es conse-
cuencia inmediata del teorema precedente.

Corolario 5.10. M es un modelo de Gelfand para el grupo simétrico Sn.
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