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Resumen

En este articulo se presenta una descomposicién del espacio de in-
voluciones M del grupo simétrico &,,, interpretado como Q&,,-médulo
bajo la accién dada por la conjugacién signada. Esta descomposicion,
se consigue estableciendo una conexién entre funciones signos de sub-
grupos parabdlicos de &,, y médulos de Macdonald de &,,. En particu-
lar, se obtiene una forma alternativa de establecer que M es un modelo
de Gelfand para 6,,, en relacién con los resultados de Kodiyalam y
Verma en [12].

1. Introduccion

Un modelo de Gelfand para un grupo finito GG, es una representacién ordinaria
del grupo, cuyo carécter es la suma de todos los caracteres irreducibles de
G (ver [15]). Después de la construccién de Bernstein, Gelfand y Gelfand,
de este tipo de modelos para grupos de Lie compactos en [7], el primero en
introducir un modelo de Gelfand para grupos finitos fue Klyachko en [11], en
este caso, para el grupo general lineal sobre un cuerpo finito. El modelo de
Klyachko, fue también tratado por Howlett y Zworestine en [9] y por Inglis
y Saxl en [10]. Pantoja y Soto-Andrade presentan un modelo para un grupo
de movimientos en [15].



Modelos polinomiales de Gelfand para el grupo simétrico generalizado y gru-
pos de Weyl de tipos A, B, y D,, fueron tratados en [3], [1], [4] y [5]. Desde
un enfoque diferente, modelos por involuciones son presentados por Badde-
ley en [6] y un modelo para el grupo simétrico &,, es también estudiado por
Kodiyalam y Verma en [12].

Estamos interesados en esta tltima realizacién de modelo de Gelfand para
GS,,. Con el objeto de entender mejor esta construccién y evaluar la posibilidad
de extenderla a otros grupos de reflexiones, en el presente trabajo nos hemos
ocupado en obtener la descomposicién de los espacios generados por una
clase de conjugacién de una involucién en &,,, conforme con el resultado
principal de este articulo establecido en el Teorema 5.9. Algiin avance en
esta direccién se obtuvo en [2], donde se traté la descomposicién del espacio
generado por las reflexiones de un grupo de Weyl clésico, es decir, un grupo
de tipo A,, ~ 6,11, de tipo B,, o de tipo D,,.

En la seccién 4 se introducen ciertos elementos en el espacio lineal M gen-
erado por las involuciones de &,,, los cuales se asocian con funciones signo
de subgrupos parabdlicos de &,,. Estos elementos son usados en la seccién 5
para una conexion entre G,-submédulos de M y médulos de Macdonald, a
partir del lema 5.8.

Todos los espacios en este articulo, serdn considerados sobre el cuerpo Q de
los niimeros racionales.

2. Modbdulos de Macdonald

Los mddulos de Macdonald son moédulos asociados a representaciones irre-
ducibles de grupos de reflexiones, construidos a partir de los sistemas de
raices de subgrupos de reflexiones del grupo considerado. Los mismos fueron
introducidos por Macdonald en 1972 para grupos de Weyl. Estas representa-
ciones extienden, en cierto modo, la de los mddulos de Spech para el grupo
simétrico, introducidos por Spech en [16].

El grupo simétrico G,,, o grupo de Weyl de tipo A,,_1, tiene asociados los
Médulos de Macdonald obtenidos a partir de cada subgrupo parabdlico G
donde A = (Mg, ..., Ay) es una particién de n y &, es un subgrupo de S,, de
tipO 6,\1 X X 6)%.



Asociamos con la particiéon A una descomposicién de I, = {1,2,...,n}

I, = ]i[h (1)

donde
L={12,.. 7} e h={1+ YN 2+ S0 YL

El médulo de Macdonald asociado con la particién A, es el subespacio M, de
Q[z1,...,x,], generado por los permutados del polinomio:

h h

Vi= H H (zi — z;) = HV(IZ)
I=1 i>j =1
i,j€I;

donde V' (1)) es el determinante de Vandermonde en las variables x; con i € I.

3. El espacio de involuciones

Cuando las representaciones de un grupo G pueden ser realizadas sobre los
nimeros reales, como es el caso de los grupos finitos de Coxeter (ver [8]),
haciendo uso del indicador de Frobenius-Schur, es posible establecer que la
dimensiéon de un modelo de Gelfand para GG coincide con el nimero de in-
voluciones en GG. Esto motiva a considerar el espacio lineal generado por las
involuciones de GG, como espacio base para la construccién de un modelo de
Gelfand

Sea 7 el conjunto de involuciones en G,,. Designamos con M el subespacio del
dlgebra de grupo Q&,, generado por Z. Consideramos M como QG,,-médulo
via la accién de G,, dada por:

- (i1, 42) -+ (G2m—1,92m) = Gr X (7 (i1) , 7 (i2)) - - - (7 (G2m-1) , 7 (i2m))

donde 7 € &, (i1,42) - - - (lam—1,%2m) € Ly ( es el nimero de inversiones de
7 en los pares (igj_1,12;).

En [12], Kodiyalam y Verma muestran que M en un modelo de Gelfand para
S,,, basdndose en el andlisis del anillo de los Q&,,-endomorfismos de M.
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Sea Z,, C I el conjunto de involuciones de longitud m, es decir, de las in-
voluciones que son producto de m transposiciones disjuntas. Es claro que M
puede ser descompuesto, como Q&,,-mdédulo, en la forma:

(5]
M = PM,, (2)

donde M,, es el subespacio de M generado por las involuciones en Z,,.

Definicién 3.1. La representacion de una involucion 1 € &,,, como producto
de ciclos disjuntos,

L= (ih ’i2) <i3> i4) Tt (i2m—1; iQm)

es la representacion normal de t, si 191 < 125, y ademds, las transposiciones
estdn ordenadas por el menor indice de cada transposicion, es decir

1 <1z <o+ <lom_1

Notar que en las condiciones de la definicién precedente, hay una tnica ex-
presion asociada con cada involucién.

4. La Funcion Signo

La conexion entre los espacios generados por involuciones y los médulos de
Macdonald, se realizard a través de las funciones signos de los subgrupos
parabdlicos de G,,.

Sea k <mn, I, = {i1,i9,...,ix} C I, conig <ig <--- <ipy & (I) el grupo
simétrico de Ij,. Usaremos M (I}) para referirnos al espacio generado por las
involuciones de longitud maxima en & (1), es decir, de longitud k, si k es
un nimero par, o de longitud k£ — 1, si k es un niimero impar. Es conveniente
destacar que, en este articulo, la longitud de una involucién es el nimero de
transposiciones disjuntas que intervienen en su descomposicoén ciclica.

Notacién 4.1. Para un nimero natural k, en todo lo que sigue, indicaremos
con k el mayor numero par menor o igual que k, es decir:

- k stk es par
k—{k

—1 si k esimpar
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Llamaremos involucion canénica en & (1) a la involucion v dada por:
b= (iy,i2) (i3, 14) - -+ (ig_y, i5)
No es dificil ver que el estabilizador de {v,—.} en & (Ix) estd dado por
& =6,xMH,

donde H, estd generado por las involuciones

(i1,13) (i, i) , (i3, 05) (ia,%6) » - - -, (G_gs T5_y) (G5_ss i)
y donde G, estd dado por
S, = & {i1, iz} x & {ig,ia} X -+ x & {ip_y, iz}

Ademdas, H, estd contenido en el centralizador v en S (I) y es un subgrupo del
grupo alternado A (Iy,). Por otra parte, H, opera permutando los elementos

del conjunto
{{h?i?} ) {Z.37 7'4} P {Z.E_UZ.E}}

de tal modo, que resulta ser isomorfo a Gx.
2

Usaremos T, para denotar un transversal en el cociente & (1) /E,, elegido del
siquiente modo: St

(j17j2) to (jE—ij)
es la representacion normal de una involucion, elegimos T € 7, definido por
i) =5 1<I<k

De este modo se tiene

7(¢) = (J1,d2) -+ (Jp_1» JE)
Definicién 4.2. Con las notaciones precedentes, definimos la funcion signo
en M (I),) como

dr, = ng ()71

T€T,
Ejemplo 4.3. Si I;, = {1,2,...,k}, notamos 0, = 6r,. Se tiene:

1
(1,2
85 = (1,2) — (1,3) + (2,3)
(1,2) (3,4) — (1,3) (2.4) + (1,4) (2,3)



Observaciéon 4.4. Es oportuno notar que en los términos del desarrollo de
d1,, intervienen todas las involuciones de & (1) que tienen longitud mdzima.
La denominacion de 01, , obedece a que este elemento estd asociado precisa-
mente con la funcion signo en & (Iy,), como se verd en la siguiente proposi-
cion.

Con el objeto de simplificar la notacién, en la siguiente proposicién usaremos
[k = {1,2,...,]{3}, Gk = G(Ik) yék :5Ik‘

Proposicion 4.5. Con las notaciones precedentes, se tiene:
i) Si k es impar, entonces

5o = (1_20,;{)) 5

i=1
ii) Sea v # 0 en M (I,,) tal que:
T =sg(mv Vre& (3)

entonces [%] > [g]
iii) O # 0, y 0y satisface las identidades en (3).

i) St ve M(I) es como en ii), entonces v = \oj, para algin A € Q.

Demostracién. i) Sea ¢ la involucién canénica en & (I;). Por su defini-
cién, ¢ es también la involucién candnica en & (I3). Para cada 7 en el transver-
sal 7, (Iz) de & (Ir), y cada i < k, la involucién (i, k) 7 - ¢ interviene en la
expresion de d con el signo opuesto al signo con que 7¢ interviene en la
expresién de 7. En efecto, sea

T v = (i1, i) (i3,4) - - - (i5_y, 0F)
la representacién normal de 7 - ¢. Si ¢ = ¢; con j par, se tiene
(i,k) T o= (i1,02) -+ (151, k) -+ (i5_q, iF)

es la representacion normal de (i, k) 7-¢, y esta involucién figura acompanada
de sg ((i,k) 7) en la expresién de dy.



En otro caso, si 7 = 4; con j impar, resulta

()7 -1 = (1) (i i) = (i, R) - (i)

Dado que

(k,j+1,5)7 0= (ir i) - (41, k) -+ (i1, 15)

el signo con el que interviene 7 - ¢ en la expresién de d; es opuesto al signo
con el que interviene (k,j + 1,j) 7 - ¢ en la expresién de d.

Teniendo en cuenta la clasificacién del transversal 7, (1) en & (I) segun sus
elementos fijen un indice 7, resulta:

k—1

T, (Iy) = T.(Ig) U [ | (5, %) 7. (Iy)

=1

de donde se sigue 1i).
ii) Ponemos

U:Z)‘uﬂ
o

donde p recorre las involuciones de longitud méxima en & (1,,,). Supongamos
k

[5] > [%] . Entonces k > m+2 y para cada involucién u de longitud méaxima
en & (I,,), existe una transposiciéon 7 € & (I;) que no es un factor de y, por
lo tanto 7 = p. Pero, teniendo en cuenta la identidad 7v = —v, garantizada
por (3),se observa que las involuciones en los términos de la expresién de
v correspondientes a p y T, son intercambiadas entre si para obtener la
expresiéon de 7v. Se concluye que A, debe ser cero, y entonces, v = 0.

iii) De la observacién 4.4, surge que J; es una suma signada involucrando
todas las involuciones de longitud maxima en & (), y en consecuencia 0y, es
distinto de cero.

Escribiendo

O = ZSg(T)T'L

TGTL

IZwmq%E%w@mb

TETL

1
= EZTEGksg <7T) Tl



de la ultima expresion, resulta que d; verifica las identidades en (3).

iv) Pongamos
v = Z ArTL

T€T,
donde ¢ € & (I;) es la involucién canénica. Sea w = v — A, J, se tiene que
¢ no interviene en las expresién de w y éste satisface las identidades en (3).
Sea T € T,, resulta

7w = sg (T)w = +w

Pero en la expresién de 7 !w aparece el término \,., mientras que en la
expresién de +w no interviene ¢, de modo que A, debe ser igual a 0 y en
consecuencia w = 0, o bien v = \,0;. =

Observacién 4.6. De la proposicion precedente, surge que el cardcter de
S (1), dado por la funcion signo, aparece con multiplicidad 1 en la rep-
resentacion de & (1) asociada con el espacio M (I};). Por otra parte, este
cardcter no aparece en las representaciones asociadas a espacios generados
por involuciones de menor longitud.

5. Conexion con Mdédulos de Macdonald

Notacién 5.1. Sea k = 2m , I}, = {i1,...,ix} C L, como antes, y sea

L= (i1,12) (ig,0q) - (iE—1= ZE)

la involucion candnica en M,,.

Para un multiindice 3 = (B4, .., Bm) notaremos con Q° el permanente dado
por:
B
(xilx’m)ﬁl ($i3xi4)51 e (xik_lxik> '
B B 2
QLB — Per (xllxlz) ’ (371‘3371'4) ’ (xlk—lxzk)
' m . m ﬁm
(%1%’2)’8 (ZL'i?):IZM)’B (l'ik_lxik)
Para un multitndice o = (o, ...,ax) con V, (I) denotamos el dertermi-
nante;
:L‘Zl :L‘?; . ;3;1
a2 Q2 L. a2
Vo (Iy) =det | 0 2 '
x;,):“ Q;?:“ e xio:“
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Sia = (0,1,....k—=1), Vo, (Ix) es el determinante de Vandermonde que
notaremos con V (Ij).
Ademds, asociados con  tenemos

V.= (xh - xi2) T (’Iik—l - xlk)
Q=
donde 5, = (1,3,...,2m — 1)
Observacion 5.2. Es conveniente tener en cuenta que
3 k-1
Q= > - (way) (25,15,)° - (‘Tig,l‘rig)
neM,
y que H, estd contenido en centralizador de v en & (I,).

Ahora vamos a identificar a M con un subespacio del anillo de polinomios

Qlzy, ... @]

Sea ¢: M — Qlz1,...,2,] la transformacién lineal dada por
o) =V.xQ  (1eT)
Ejemplo 5.3.
¢ (i, 7) = (x; — ;) (ziz;)
¢ ((6,5) (k, 1) = (w1 — 25) (. — 1) (i) (wpr)” + (wi;)” (wp1))

En Q|[x1,..., 2, consideramos la accién de &,, inducida por las relaciones
T - X; = Tr(;). Veremos luego que ¢ es un monomorfismo de Q&,,-mdédulos.

Observacién 5.4. Es oportuno notar que las acciones de S,,, tanto sobre
M como sobre Q [z, ..., x,], son compatibles con las operaciones de suma y
producto en cada caso, es decir:
T (P+Q)=m-P+7m-Q
T (PQ)=7-P7m-Q

param € &,, PLQEM 6 P,Q € Qlxy,..., 1,



Proposicién 5.5. ¢ es un QG,,-monomorfismo.

Demostracion. Sea
L= (ih ’i2) <i3> i4) Tt (i2m—1; izm)

una involucién en &,,. Acorde con la observacion 5.4, se tiene:

¢(m-1) = ((m (i), 7 (i2)) -~ (7 (lom-1) , 7 (i2m)))

= (Tnin) = Tx(in) = (Triom 1) = Trlinm)) X Per (Taiin)s -+ s Ta(inm))
=7-(V, xQ,)
=7 (1)

lo que muestra que 7w es &,,-morfismo. Para ver que ¢ es inyectiva, mostraremos
que los polinomios

V., x Q, (4)

son linealmente independientes. Dado que, para ¢ € M., estos polinomios
son homogéneos de grado

I3 _ k(k+1
§+2(1+3+5+-~+(k—1)) —%
bastard analizar aquellos que poseen un mismo grado. Sea P (%, Zi,, - . - , T,

el polinomio dado por la expresion en (4). Puede observarse que en el desar-
rollo de la expresién de P, aparecen exactamente

2)

monomios, todos ellos, permutados del monomio

[SIES]

2

Eall

; €T,
11V i Vi3 Vi g

N
=|

Por otra parte, es claro que cualquier permutado de M aparece en algin
polinomio P. Luego, el niimero de monomios en P por el nimero de poli-
nomios P es mayor o igual que el nimero de permutados de M. Pero estos

nimeros son B
. _
sk} — n LAWA]
22 <2>.7 2%(5)(” E)l Y (k)k
EVi(n—F)!
respectivamente. Como el producto, antes mencionado, coincide con el niimero

de permutados de M, no puede haber monomios comunes en los polinomios
P, y asi, se tiene la independencia lineal anunciada. m
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Lema 5.6. Sea k = 2m. Sia = (a1,...,a1) y B = (B1,...,Bm) son multi-
indices tales que
Bi=agi1 Yy Qg =ag 1+1
ap, =0 st k es impar

entonces:

ng (1) 7 (VLQ?) =V, (Iy)

T€T,

Demostracién. Con el solo objeto de simplificar la notacién, suponemos
In = {1,2,... k}. Si k es par, el lema resulta de aplicar, reiteradamente, el
desarrollo de Laplace por bloques de 2 X 2 en el determinante

Va (Ik) = det [[E?j]

En efecto, ponemos:

det 239 (Z o <H Toi — Toi—1) (x2i1x2i)a2i_1)>

T€T, o€H, i=1
- ng (7)™ (H (29 — T2i-1) (Z UH (xgi_lx%)o‘%l)>
7€ i=1 oeH, i=1
= sg(r) 7 (V)
T€T,

Si k es impar, la identidad resulta de comparar el desarrollo del determinante
por su tultima fila con la expresién

ng VQﬁ)

T€T,

descompuesta segin la particién

como en la demostracién de la Proposicién 4.5, haciendo uso del caso prece-
dente cuando k es par. m

11



Notacién 5.7. Sea A una particion de n y

la descomposicion de 1, dada en (1). Denotemos con &; el grupo & (I;), con
S, el producto directo &y x --- x & y con d;, la funcion signo or,. Sea 0
dada por:

Sy =010,

Es claro que 0y estd sociada con la funcion signo del subgrupo parabdlico
6)\:6(11) X X G(Il)

Por otra parte, usaremos v;, H; y T, para referirnos a la involucion candni-
ca de G;, al centralizador de v; en &; y al correspondiente transversal del
estabilizador €; de {v;,—t;} en ;.

Por 1ltimo, notaremos con T, y Hy los grupos dados por:

=T x--xT, y Hy=Hy x---xH,

Lema 5.8. Fxiste un polinomio homogéneo no nulo 3y, con coeficientes en-
teros no negativos tal que

¢ (0)) = VAX\

Demostracion. Partiendo de las identidades

By = b1
;= sg(r)71
TETj

podemos poner:
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donde ¢ = 11 - - - ;. Se sigue que

En virtud de la observacién 4.4 podemos poner
3 2m—1
Q, = 277 ) (wilxh) (‘Ti:},xu) T (xi27n71xi27n) (6)
neH,

Dado que H, es un subgrupo de H,, la suma en (6) puede agruparse segun las

clases laterales a izquierda H,\H,, es decir, existen multifndice o!, ..., a?,

todos permutados de (1,3,...,2m — 1) tales que

S
t t
= Z Z U ("Eilxiz)al (%%4)% U (xi}z—1$ih)a}L
t=1neH)
S
SN
t=1neH)
donde t t
t
= (xilxlé)al (1’131’14)% U (xihqxih)

Volviendo a la expresién en (5), tenemos:

56 = Ssg(r)r- (mzzxat)

TeTh t=1neH,
S
t
:E E sg(T)T- KE x®
t=171€T, YIS

Podemos descomponer

V=V, Vv S et =]

neH

donde a§- es la restriccion de of a I;, extendida con 0 si A; es impar, mas

precisamente
J
al (Z)‘Z> =0 si A; esimpar
i=1
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Ahora, usando el Lema 5.6

660 =3 | I so (- (V)

= ZHVag (I])
! > VaE. (IJ)
—HV(IJ) (tla‘ljll V(L) )

Los cocientes

son polinomios de Schur en las variables ; con ¢ € I}, es decir, son polinomios
simétricos que pueden ser expresados como suma de monomios z* donde los
exponentes i estan asociados con las tablas de Young semistandard (ver [14]).
Se concluye que

¢ (0)) = VAX\
donde

satisface las condiciones pedidas. m
El siguiente teorema, es el resultado principal de este articulo, alli mostramos
que la G,,-6rbita de d,, genera un QS,,-submdédulo simple de My, donde

BB - B

Ademas, se establece que todo Q&,-submdédulo simple de M, puede ser
obtenido de esa manera.

Teorema 5.9.

Mk ~ @ Q@nv,\

3
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Demostracion. El operador diferencial dado por
=37
i=1 %

es G,-invariante y se anula en los médulos de Macdonald Q&,, V) (ver [1])
Por el Lema 5.8 se tiene que ¢ (My,) contiene el QS,,-médulo generado por

¢ (5)\> = V/\E)\

Se verifica

9 (¢ (0r)) = Va0 (Xn)

Sea h el grado de X, dado que X, tiene coeficientes enteros no negativos,
resulta

0" (¢ (6,)) = VA" (Sy) = pVir

donde p es un nimero entero positivo. Por ser 9 un operador &,,-invariante, 0
es un morfismo de Q&,,-médulos. Se sigue que My, tiene un QS,,-submdédulo

isomorfo a Q&,,V,, y asi,
P es.vi

es isomorfo a un QG&,-submédulo de M;. En consecuencia, M contiene
copias de todos los médulos de Macdonald, pero, teniendo en cuenta la di-
mensiéon de M, debe ser

M~ P Q8,V,

[3]=n
y el teorema queda demostrado. m

En virtud de la descomposicién en (2), el corolario a continuacién, es conse-
cuencia inmediata del teorema precedente.

Corolario 5.10. M es un modelo de Gelfand para el grupo simétrico S,,.
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