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DESCOMPOSICION DE LA ACCION SIGNADA DEL GRUPO SIMETRICO
SOBRE SUS TRANSPOSICIONES

JOSE ARAUJO

1. INTRODUCCION

Un modelo de Gelfand para un grupo finito G, es una representacién ordinaria del grupo
cuyo cardcter es la suma de todos los caracteres irreducibles de G (ver [18]). Después de
la construccién de Bernstein, Gelfand y Gelfand de este tipo de modelos para grupos de
Lie compactos en [6], el primero en introducir un modelo de Gelfand para grupo finito es
Klyachko en [14], en este caso, para el grupo general lineal sobre un cuerpo finito, este
modelo es también tratado por Howlett y Zworestine en [8] y por Inglis y Saxl en [10].
Pantoja y Soto-Andrade presentan un modelo para un grupo de movimientos en [18].

Modelos de Gelfand para el grupo simétrico generalizado y grupos de Weyl de tipos
Ap, B, y D, fueron tratados en [1], [2], [3] y [4]. Desde un enfoque diferente, modelos por
involuciones son presentados por Baddeley en [5] y un modelo para el grupo simétrico S,
es también estudiado por Kodiyalam y Verma en [15].

Estamos interesados en esta tltima realizacién del modelo de Gelfand para G,,, princi-
palmente en la descomposicion de los espacios que lo conforman, con el objeto de entender
mejor esta construccion y evaluar la posibilidad de extenderla a otros grupos de Weyl.

En las referencias [9] y [13] puede encontrarse la informacion relativa a grupos de Weyl
y a grupos de reflexiones en general.

2. LA ACCION SIGNADA

En ciertos grupos de Weyl, puede considerarase una representacion sobre el espacio de
involuciones del grupo como se indica a continuacion.

Segtin Carter en [7] toda involucién T en G puede ser expresada como producto de re-
flexiones en G:

T="5SuS0 " So
donde ay,0,...,0 son raices ortogonales dos a dos. Es claro que estas raices pueden
tomarse todas positivas en un orden previamente establecido.

En algunos grupos de reflexiones, como por ejemplo los de tipo A,, esta descomposi-
cidn es unica. Para estos casos podemos considerar el conjunto de involuciones / de Gy V
el subespacio del dlgebra de grupo C[G] generado por los elementos en /. Definimos una
accion de G sobre V dada por:

c-7=(-1)""0c106"! (6€G,t€l)

donde m, . es el nimero de raices en la descomposicion T = s¢, So, * - - S, qu€ O transforma
en raices negativas.

Proposicion 2.1. La operacion - es una accion.
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Demostracion. Es claro que 1 -7 = 7. Para completar la demostracion es suficiente mostrar
que:
Mgz +My gro-1 =My c mod (2) (o,ueG,tel)

Escribiendo:
T = SaISaz"‘Sak
oto”! = SBiSBy " SBy
—1
HotT(Uo) " = sysp-sy

donde B; =+to (o) y v = £u (Bi) = £uo (o;). Tenemos que:

mer = [i:fi=—0(0)}
my ero-! = Hi:yi=—-n(B)}
Mycr = Hi:v=—uo (o)}

Por otra parte, resulta claro que dada una raiz positiva «, la raiz o (o) es negativa sélo en
los casos en que o (&) y 1o (@) no sean ambas positivas o ambas negativas, de modo que
el nimero de raices positivas ¢; que (Lo aplica en raices negativas coincide con el cardinal
de la diferencia simétrica:

{i:Bi=—o(a)tAdi:y=—pn(Bi)}

pero este nimero tiene la misma paridad que:

{i:Bi=—o (o)} +Ki:%=—pu(B)}

y esto concluye con la demostracién. 0

Kodiyalam y Verma prueban que V es un modelo de Gelf and en el caso que G sea el
grupo simétrico &,, y plantean la posibilidad de extender este hecho al caso de otros grupos
de Weyl.

Naturalmente, el espacio V puede ser descompuesto como:

V=PVe
donde ¢ recorre las clases de conjugacién de las involuciones en G y Vi es el espacio
generado por los elementos en €.

Como primera medida, estamos interesados en estudiar la descomposicién de los espa-
cios Vi, particularmente cuando el grupo G es el grupo simétrico, con el objeto de contar
con mayor informacién a la hora de considerar la estructura de V en el caso de grupos de
Weyl emparentados con el grupo simétrico, como ocurre con los grupos de Weyl de tipo B,
y D,,.

Si € es la clase de conjugacion de una reflexion, la accién anteriormente planteada estd
bien definida en cualquier caso y aqui daremos su descomposicion para los casos en que G
sea un grupo de Weyl de tipo A,,,B,, 0 D,,.

El tratamiento de los grupos de Weyl puede hacerse sobre los nimero racionales, ya que
en virtud del trabajo de Springer en [19], todas las representaciones irreducibles de un grupo
de Weyl pueden ser realizadas sobre los nimero racionales.

Hacemos notar que, en el caso del grupo simétrico, el espacio a estudiar se corresponde
con el que detallamos a continuacioén:
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Sea Z el conjunto de transposiciones del grupo simétrico &,,. Para (i,j) e Zy 0 € &,
definimos:
i) — { 1 si (i,j) no es 1nv§r51én para ¢
—1 si (i,j) esinversién para ¢
donde un par (i, j) es una inversion para & si (0 (i) — o (j)) (i — j) es un nimero negativo.
Sea Q el cuerpo de los nimeros racionales y V5 el subespacio de Q[&,] generado por
las transposiciones. Parat = (i, j) € Z y 0 € &, consideramos la accioén de &,, dada por:

c-t=c"oro™!
Esta accidn, que llamamos accidn signada sobre las transposiciones, da lugar a una repre-
sentacién pg de G,, sobre el espacio V.

Del mismo modo, si G es un grupo de Weyl y Z es el conjunto de reflexiones de G,
tenemos la accion definida sobre Vi y la correspondiente representacion pg.

Asociado con cada grupo de Weyl G se tiene una representaciéon como grupos de reflex-
iones en un espacio ecuclideo, usualmente llamada representacion geométrica de G.

Proposicion 2.2. La representacion geométrica de un grupo de Weyl G, con diagrama de
Dynkin conexo, es una subrepresentacion de p.

Demostracion. SeaV el espacio de raices de la representacion geométrica asociada con el
grupo G. La aplicacion lineal 8 : Vg — V definida por:

0(s)=r

donde s € Z y r es una raiz positiva de s en un orden fijado, es claramente un morfis-
mo sobreyectivo de G-mddulos. Como el diagrama de Dynkin de G es conexo, V resulta
irreducible y en consecuencia es isomorfo con un submédulo de V. (I

Se establece la siguiente descomposicion para los casos de grupos de Weyl de tipos A, B,
y D,,.

Teorema 2.3. Con las notaciones precedentes, se tiene:

P% ~ Pln-1,1] B Pp—2,12) si GesdetipoA,—| ~ G,
Pz = 2Pn—1),[1)) D Plfn—2,11,)1]]  SE G es de tipoB,,
P2 =~ Pln—1),1)) P Pln—21111) St G es de tipoD,
donde las representaciones irreducibles de G,, estdn parametrizadas por las particiones de
ny en los otros casos, por las biparticiones de n.

Demostracion. Para que las expresiones dadas a continuacién tengan sentido, es necesario
asumir que n > 4.

En el caso del grupo simétrico &, si x4 denota el cardcter asociado con pg, es posible
expresar el valor que x4 toma sobre una permutacién 7, en términos del nimero de puntos
fijos y el nimero de transposiciones en la estructura ciclica de . Mds concretamente:

Az (T) = <j;r> —Ix

donde fr es el nimero de puntos fijos de 7w en I, = {1,2,...,n} y tr es el nimero de
transposiciones en la descomposicion ciclica de 7.
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En efecto, dada la transposicion (i, j) con i < j se tiene:

- (i, ) = £ (7 (i), (j))
correspondiendo el signo + si 7 (i) < 7 () y el signo menos en el caso contrario. Se sigue
que una transposicion contribuye en una unidad al caracter en 7, si estd compuesta por dos
puntos fijos de 7, mientras que resta una a unidad si coincide con una transposicién de la
descomposicion ciclica de 7.
Por otra parte, fr y (J;”) + tz son caracteres permutacionales, inducidos por el cardcter
trivial de subgrupos de tipos:

S1 x 6,1 y G2 x G2
luego (ver [12]):

fr=Xm Xy Y F) e = X+ K11+ X2
y se sigue que:

Az () = 2<J;t>_(X[n]+%[n—l,l]+%[n—272])(Tc)

- (X@fm ~ Xln] _%[n—zg]) (m)

y usando la desomposicién de x ) (ver [11]):
X% = Xn—1,1] + Xjn-2,12)

Si G es de tipo B, hay dos orbitas de raices cuyos cardinales son 2n 'y 2 (g) respectivamente.
Si notamos con S'y T a los respectivos subespacios de V5 generados por las reflexiones con
raices en una misma Orbita, tenemos que:

Ve =S&T

De Ia proposicién 2.2 se sigue que la subrepresentacién sobre S es equivalente a la rep-
resentacién geométrica, mientras que la subrepresentacién sobre 7 contiene a la repre-
sentacién geométrica. El cardcter sobre T puede ser expresado como:

1) =2((%) = (%)) = V- a)fatao -1

donde fs es el nimero de 1-ciclos positivos y as es el nimero de 1-ciclos negativos en la
descomposicion ciclica de ¢. En este caso, el cardcter de la representacién geométrica estd
dado por:

An-1,n) =f—a
Por otra parte se tiene:
-1 =f +a—1
de donde:
2T = X{[n=1,[1]] X X[[n—1,1],[0]]
Luego, podemos pensar a T como el espacio asociado con el producto tensorial de repre-
sentaciones de Macdonald:
T~ <x2—x L jEL, i< j)®(xii€l)

la aplicacion:
(x,% —x,z) R x; — (x,% —xlz) Xi

Actas del IX Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro, 2007



Descomposicién de la accién signada del grupo simétrico sobre sus transposiciones 73

contiene en su imagen una subrepresentacion de Macdonald de G, tomando ternas (i,k,[)
con elementos distintos entre si, correspondiente a la biparticion [[n — 2, 1],[1]]. El grado
de esta representacion es n(n—2) y como también podemos encontrar la representacién
geométrica de grado n al descomponer 7', por razones de dimensién la representacion sobre
T se descompone como:

Pifn—1),[1]] P Plln—2,1], 1]
Se concluye que:
P2 == 2P(jn-1),[1)) © Pfn—2.1),1]

Para finalizar, si G es de tipo D,, podemos identificar V; con T y notar que, segin [3],
las restricciones de Py, —1),[1]] ¥ P[ja—2,1,[1]] @ G se mantienen irreducibles. O

De la identidad obtenida para el tipo Bj,, se concluye que la construccion de Kodiyalam y
Verma no puede ser extendida, al menos en forma natural, para este caso. En realidad puede
anticiparse que la construccién mencionada no resulta un modelo de Gelfand si el grupo
tiene dos Orbitas de raices, dado que es posible obtener una copia de la representacion
geométrica en Vg por cada 6rbita de raices, si procedemos en la misma forma que en la
proposicién con el subespacio generado por cada orbita.

En particular, se obtienen las identidades combinatorias:

Yres, <(gr) —tn:)2 =2nl 'y Yeseo <(7;6) _ (“26))2 —on—1ly)

donde G es un grupo de Weyl de tipo B,,.

Es oportuno hacer notar que dada una estructura ciclica ¢ correspondiente a una per-
mutacién de grado k, con k < n, si para cada permutacién 7 € G,, denotamos con ¢ al
nimero de subconjuntos 7-invariantes de I, con cardinal k y tales que las restricciones de
a estos conjuntos tenga ¢ por estructura ciclica, resulta 7 — @ una funcion de clases y en
consecuencia es expresable en términos de caracteres permutacionales. En el caso del grupo
simétrico, es posible expresar el cardcter ¢ asociado con el espacio Vi en términos de las
funciones ¢ asociadas con ciertas estructuras ciclicas. Sin embargo, parece extremadamente
complicado intentar descomponer Y4 como en el caso ¢ = Z%.

Por ejemplo si % es la clase de conjugacion de dobles transposiciones, entonces:

e =3(3)("% ) - () () 2 () (727 -

donde ¢ es el nimero de cuatriciclos en la descomposicién ciclica de 7.

Sin embargo, hay esperanzas de obtener la descomposicién de Viz usando otros métodos,
particularmente en el caso del grupo simétrico.

Si € es la clase de conjugacion de dobles transposiciones conjeturamos que:

X6 = Xn-22)F Xn-321) F Xn-3,3 T Xn-422) T X—s1y) (1 26)

3. LA FUNCION SIGNO

Sea k <ny &y el grupo simétrico de I, = {1,2,...,k}. Para k > 2 notamos con %} a la
clase de conjugacion de las involuciones en &, que son producto de [%} transposiciones
disjuntas. Si k es impar, asociada con una involucién 1t € % existe una unica involucién
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T € 641 tal que 17 es una transposicion de la forma (j,k+ 1). Definimos & € Vi, como
sigue:

& = (1,2)
&= (1-X52 ] (i,k)) (8—1) sikesimpar
& = Yieq, &l sikespary 01 = Y,cq,_, &1

Aqui, & toma valores en {—1,1}.
Por ejemplo:

52 = (1>2)

83 (172)_(173)+(273)
54 = (1>2) (374) _(1a3) (274)+(273)(174)

En la siguiente proposicion mostramos que 0 estd asociado con la funcién signo de &y y
que su G,,-Orbita genera una componente irreducible de Vg, .

Proposicion 3.1.

i) O # 0 y verifica
o =sg(m)O Vme S

ii) El proyector dado por
An =i Yrce,s¢(M) T k<m<n

es idénticamente nulo sobre Vg, si [%} > [%] y A tiene rango 1 sobre Vi, cuando
k es un niimero impar.
ili) El cardcter de &, asociado al subespacio de Vi, generado por la &,-6rbita de &

es x[n—k,lk]'

Demostracion. i) Por la definicidn, resulta claro que & es una suma signada que involucra
a todos los elementos en % N &y, y en consecuencia & es distinto de cero.

Notemos con 7; la transposicion (i — 1,i). Se tiene que 1y, ..., T, generan & y ademds se
verifican:

(1= 0) = (1 -2 k) 7y si j<k
w (i,k) = (i,k) (i,k—1) si i<k—1

Luego, si k es impar, de las identidades precedentes se sigue inductivamente, si j < k:

k—1 k—1
‘cjék = T (1 — (i,k)) 5k—1 = (1 — Z (i,k)) Tj(sk_l
i=1

= — (1 -, (i,k)) O 1= —&
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Por otra parte:

k-1 k-1
& = m|1—) (k) | &= nw—) (i,k)(Ek—1)] 6
1 i=

k
= —|1=) (k)| 61=—&
i

|
_

Ahora, si k es par, para cada 1 € %} tenemos que T; intercambia los pares 1, 7;1. Si i < k, ha-
ciendo uso que 7;6_; = —&_1, resulta que el par 7, 7;1 aparece con signos opuestos en & si
1T=(i,k) o1T= (i—1,k), y en caso contrario 7,1 = —1 si 11 # (i,k), (i — 1,k), de esto se
sigue que T;0; = — &. Para analizar la accién de T; en O consideramos las involuciones 1 en
cuyos factores interviene (k — 1,k) o interviene (i,k — 1) (j,k). En el primer caso 7t = —1.
En el segundo caso T intercambia una involucién t que incluye los factores (i,k — 1) (j,k)
con otra donde sélo estos dos factores son reemplazados por (i,k) (j,k—1). En este caso,

asumiendo inductivamente que (i, j) §_1 = —&_1 y teniendo en cuenta que T, T41 son inter-
cambiados por (i, j), se concluye que T, 741 intervienen con signos opuestos en la expresion
de & y consecuentemente se tiene 7,6, = — .

ii) Sea v =Y, A 1 en laimagen del operador A,,. Se tiene:
nv=sg(m)yv Vres,

Si [%] > [%}, para cada 1 € %} existe una transposicién 1, € G, que no es un factor de 1,

pero de la identidad 7,v = —v se concluye que A, debe ser cero, y asi v = 0.
Sim =k y k es un nimero impar. Se tiene:
1 _
M= ¥ sg(m (1) ma!
* eSS,

es claro que, en los términos de la expresion, aparecen todos los elementos de 4, N Sy y
cada elemento { = viv~! se acompafia del coeficiente:

sg(v) Y, sg(m)(—1)"<

neZy

siendo 27 el centralizador de ¢ en &;. No es dificil ver que sg (7) = (—1)""¢ para & € 2,
luego:

_ ||

x Y ar

1EGNS

Ak (l)

donde g, toma valores en {—1,1}. Se sigue que existe A € Q tal que A (1) — A& no involu-
cre en su desarrollo al menos una involucién ¢ de 6, N &;. Sea T una transposicién que no
pertenezca al centralizador de ¢ en &, de la identidad:

T(Ak (1) =A%) = —(Ak (1) — A &)

resulta que 767! no interviene en la expresién Ay (1) — A 8. Del hecho que &; actia

transitivamente en %}, se desprende que A (1) = A §; y consecuentemente, el rango de Ay es
igual a 1.
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iii) Sea k impar. A la involucién t = (1,2)(3,4)---(k—2,k— 1) € %} le asignamos el

polinomio e; € Q[xy,...,x,| definido como sigue:
er= Y sg(m)x™
neM

donde 4] es el centralizadorde 1 en &, y o = (1,2,...,k,0,...,0) es un multiindice. Dada
la independencia lineal de las involuciones y la compatibilidad:

m=sg(m)t VmweN
podemos definir un morfismo de &,,-médulos 6 : Vo, — Q [x1,...,x,] inducido por:
0(c1)=0e, 0€6,

Encontramos que si 1 y 61 son involuciones distintas, entonces e, y Ge; no tienen monomios
comunes, luego 6 es un isomorfismo y verifica:

A (0 (6)) = 6 (&)

Pero la imagen de Ay en el subespacio de Q [xy,...,x,] generado por x°% con ¢ € &, es
de rango 1 generada por el producto de las raices positivas de &, (ver [7] o [16]), es decir,
la &,-6rbita de 0 (8;) genera un espacio de Macdonald cuyo cardcter se corresponde con

%[n—k,lk] : O
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