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Definicidon

Un N-semirreticulo con tltimo elemento, es un algebra

A = (A, A, 1) de tipo (2,0) tal que la operacion N\ es idempotente,
conmutativa, asociativa y a A1 = a para todo a € A.

Un N-semirreticulo A es distributivo si para todo a, b, c € A tales
que aA\ b < c existen aj, by € A talesquea < a;, b< by y
c=a1 A by.
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Sea A € DS. Consideremos el poset (X(A),C) y la aplicacién
B: A— Up(X(A)) definida por 3(a) = {P € X(A) : a € P}.

Teorema

Sea A € DS. Entonces A es isomorfo a la subdlgebra
BIAl = {B(a) : a € A} de (Up(X(A)), N, X(A)).
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Definicién
Un DS-espacio es un espacio topolégico (X, T) que satisface las
siguientes condiciones:

@ Es conjunto de todos los subconjuntos compactos y abiertos
KO(X) es una base para la topologia T sobre X.

Q@ (X, T) es sober.

Si (X, T) es un DS-espacio, entonces (D(X),N, X) es un
semirreticulo distributivo. Sea A € DS. Consideremos

Ka ={p(a)c:a€ A} y sea Ta la topologia generada por la base
KCa. Entonces, (X(A), 7a) es un DS-espacio, llamado el espacio
dual de A.
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Definicion

Sea (X, T) un DS-espacio. Un saturado S-basico es un
subconjunto Z C X tal que Z = (\{W : W € L} para alguna
familia dualmente dirigida £ C KO(X).

Denotaremos por S(X) al conjunto de todos los saturados
S-bésicos de un DS-espacio (X, T).

Todo saturado S-bdsico es un conjunto saturado de la topologia y
en particular S(X) contiene precisamente los subconjutos
compactos saturados de la topologia.
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Sea A € DS. Los conjuntos ordenados (Id(A),C) y (S(X(A)), <)
son dualmente isomorfos.

Consideremos «: Id(A) — S(X(A)) la aplicacién definida por
a()=({Ba):acit={PeX(A): PnI=0}
y sea Ia: S(X(A)) — Id(A) la aplicacién definida por

InN(Z)={a€ A:B(a)nZ =0}
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Definicién
Sea A un semirreticulo. Una completacion de A se llama extension
candnica de A si es densa y compacta.

Teorema

| A\

Sea A un semirreticulo, entonces existe una extensién candnica de
A que es tnica salvo isomorfismos que fijen A.

Consideremos el semirreticulo distributivo A = (A, A, 1).
(Up(X(A)),N,U, X(A),D) es una extension candnica de A, donde
A= B[A] € Up(X(A)).
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Definicion

Sea A € DS. El par (A, m) es llamado semirreticulo mondnoto si
m es un operador definido sobre A que cumple con la condicion de
monotonia, es decir, si para todo a, b € A tales que a < b se
cumple que ma < mb.

m : A — A es un operador monénoto si y sélo si
m(a A b) < ma A mb para todo a, b € A.
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Sea (A, m) € MDS. Las aplicaciones
m”, m"™ . Up(X(A)) = Up(X(A))
definidas por

m?(X) = J{[ {{B(ma) : Y C B(a)} : X 2 Y € C(X(A))}

m™(X) = (Y J{B(ma) : Z € B(a)} : X 2 Z € S(X(A))}

son extensiones mondtonas de m, es decir,
(Up(X(A)), m?), (Up(X(A)), m™) € MDS y para todo a € A se
cumple m”(5(a)) = m™(8(a)) = B(ma).
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Definicion

Un DS-espacio S-monoténo es una estructura (X, T, R) donde
(X, T) es un DS-espacio y R C X x §(X) es una multirelacion tal
que
Q@ mr(U)={xe X:VZeR(x)[ZNU 0]} € D(X) para
todo U € D(X) y

Q@ R(x)=N{Ly:Ue D(X)yxemg(U)} para todo x € X.

V.

Andlogamente, un DS-espacio C-monoténo es una estructura
(X, T,G) donde (X,T) es un DS-espacioy G C X x C(X) es una
multirelacién tal que
QO mg(U)={xe X:3Y € G(x)[Y C U]} € D(X) para todo
UeD(X),y
Q@ G(x)={(Dy):UeD(X)yxemg(U)°} para todo
x € X.
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Sean mg: Up(X) — Up(X) y mg: Up(X) — Up(X) los
operadores definidos por

mr(U)={xeX:VZe RX)[ZNU#0}y

mg(U) ={x e X:3Y € G(x)[Y C U]}

Las dlgebras (D(X), mg |p(x)) ¥y (D(X),mg |p(x)) son
subdlgebras de los semirreticulos monoténos (Up(X), mg) y
<Up(X), mg) y ademas mgr = (mR ’D(X))ﬂ- ymg = (mG ’D(X))G-
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Sea (A, m) € MDS. Sea R, C X(A) x S(X(A)) la relacién
definida por

(P,Z) € Ry, siy sélosi m™(P) N Ia(Z) = 0.
Por otro lado, sea G, C X(A) x C(X(A)) la relacién definida por

(P,Y) € Gpsiysblosi Fy C m Y(P).

(X(A), T,Rm) es un DS-espacio S-monoténo y (X(A), T, Gm) es
un DS-espacio C-monoténo.
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Dado (A, m) € MDS, existe una conexién de Galois entre
P(S(X)) y P(C(X)) que permite construir un tipo de DS-espacio
a partir del otro.

Definicidén

Dado (A, m) € MDS, la estructura (X(A),T,Rm) es el
DS-espacio mondtono asociado a (A, m). El dlgebra (D(X), mg) es
el semirreticulo mondtono asociado al DS-espacio mondtono

(X, T,R).
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Teorema

Sea (A, m) € MDS. La estructura (Up(X(A)),N, mg,,X(A)) es
un semirreticulo distributivo monoténo y la aplicacion
B: A— Up(X(A)) definida por

B(a)={P € X(A):ac P}

es un homomorfismo inyectivo de semirreticulos mondtonos. La
aplicacion restringida : A — D(X(A)) es un isomorfismo de
semirreticulos mondtonos.
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Definicién

Sean (X1, T1, R1)y (X2, T2, R2) dos DS-espacios monétonos. Un
aplicacién f: Xy — X, es un isomorfismo de DS-espacios
mondtonos si satisface

@ f es un homeomorfismo.

@ (x,Z) € Ry siysolo si (f(x),f[Z]) € Rz, para todo x € X1 y
Z € S(Xl)

| A

Teorema

Sea (X,T,R) un DS-espacio mondtono. La aplicacion
Hx: X — X(D(X)) definida por

Hx(x) ={U € D(X) : x € U}

es un isomorfismo de DS-espacios monétonos.

A
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Teorema

Sea (X,T) un DS-espacio. Consideremos una relacion
R C X x §(X) tal que

mgp(U) ={x € X :VZ € R(x)[ZN U # 0]} € D(X) para todo
U € D(X). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes
QO R(x)={Lu:x € mgr(U) yUe D(X)} para todo x € X,
@ Si (Hx(x),Hx[Z]) € Rmy entonces (x,Z) € R Para todo
xeXyZeSX),
Q@ mg(Z¢)=U{mr(U): Z C U° y U e D(X)} para todo
Z € §(X), y R(x) es creciente en (S(X), C)para todo x € X.

y
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Definicion

Una A-relacion entre dos DS-espacios (X1, T1) y (X2, T2) es una
relacion S C X1 x X que satisface las siguiente condiciones

@ hs(U) € D(Xy) para todo U € D(X3), y
@ S(x) =(){U € D(Xz) : S(x) C U} para todo x € Xj.

Si § C X3 x X5 es una A-relacién, entonces hs es un
homomorfismo entre semirreticulos distributivos donde
hs: D(X2) — D(X1) es la aplicacién definida por

hs(U) = {x € Xy : S(x) C U}.

Por otra parte, sean A,B € DS. Sea h: A — B un homomorfismo.
La relacién S, € X(B) x X(A) definida por

(P,Q) € Syiff L[P]C Q

es una A-relacién.
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Definicion

Sean (X1,7T1, R1) y (X2, T2, R2) dos DS-espacios mondtonos.
Consideremos una A-relacion S C X1 x Xo. Diremos que S es una
N-relacion mondtona si para todo x € Xy y para cada U € D(X>)
satisface

U € Ry[S(X)] si y sélo si STL[U°] € Ry(x)

donde Ry [S(x)] ={Z € S(X2) : Ty € S(x) [(y,Z) € Ra]}.
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Teorema

Sea S C X1 x X una A-relacién. S es mondtona si y sélo si
hs: D(X2) — D(X1) es un homomorfismo de semirreticulos
monatonos.

Teorema

Sean (A, mp), (B, mg) € MDS. Sea h: A — B un homomorfismo.
h es un homomorfismo de semirreticulos mondtonos si y sélo si Sy,
es una A-relacién mondtona.

| A\
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El funtor D : MDSR — MDSH definido por
Q@ D(X) = (D(X), mg) si (X, T,R) es un DS-espacio mondtono,
@ D(S) = hs si S es una A-relacién monétona

es un funtor contravariante.
El funtor X : MDSH — MDSER definido por

QO X(A) = (X(A);Ta, Rm) si (A, m) es un semirreticulo
mondtono,

@ X(h) = Sp si h es un homomorfismo de semirreticulos
monétonos

es un funtor contravariante.

Corolario
Las categorias M'DSH y MDSR son dualmente equivalentes.
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