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Preliminares

I ½Suma sobre índices repetidos!

I Dado un �brado π : E →Mm, tenemos la siguiente construcción

E M π := ∧m
2
E J1 (π ◦ν)

M

π

ν
π ◦ν

(π ◦ν)10

(π ◦ν)1

I Fijar forma de volumen η ∈Ωm (M). Si
(
x i
)
son coordenadas sobre

U ⊂M, se de�ne

ηi :=
∂

∂x i
yη ∈Ωm−1 (U) .

I Tenemos las coordenadas inducidas

I π :
(
x i ,uA

)
7→
(
x i
)
sobre E .

I En M π, ρ =
(
x i ,uA,p,piA

)
sii ρ = pη +piAdu

A∧ηi .

I

(
x i ,uA,p,piA;uAi ,pi ,p

i
Aj

)
on J1 (π ◦ν).
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Teoría de campos Hamiltoniana extendida1

I Datos básicos: Fibrado E , densidad Hamiltoniana H : M π→∧mM.

I m-form de Cartan: λH := λM π −H ∈ Ωm (M π).

Ecuaciones (extendidas) de De Donder-Hamilton
σ : M →M π es una solución de las ecs de Hamilton sii

σ
∗ (ZydλH ) = 0

para cada Z ∈ XV (π◦ν) (M π).

1Campos 2010.
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Lado Hamiltoniano del triple de Tulczyjew

SH J1 (π ◦ν) ∧m+1
2 M π

M π

E

M

(π ◦ν)10

[Ω

ν

π

dH

π ◦ν

De�nimos

SH := [−1Ω (dH (M π)) .

Teorema (Campos, Guzmán
y Marrero 2012)
σ : M →M π solución de las ecs
de Hamilton para H sii

j1σ (M)⊂ SH .
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De�niciones básicas I

I Un sistema diferencial exterior (EDS) es un ideal en Ω• (P) cerrado por
difernciación exterior.

I Elemento integral de dimensión n para I : Es un subespacio E ⊂ TxP de
dimensión n tal que

αx |E = 0

para cada α ∈I ∩Ωn (P).

I Vn (I ) = conjunto de elementos n-integrales de I .

De�nición
Sea P una N-variedad, 0< k ≤N. El �brado de Grassmann Gk (TP) de dimensión k
es el conjunto de k-subespacios de TxP para cada x ∈ P. La proyección canónica
πk : Gk (TP)→ P es

E ∈ TxP 7→ x .
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Ecuaciones Hamiltonianas como EDS

Observación

I Si η es una k-forma, indicamos con Gk (TP,η) el conjunto de k-planos
E ∈ Gk (TP) tales que η |E 6= 0.

I Sea p : P →Mm un �brado, η una forma de volumen en M. Entonces

J1p ' Gm (TP,p∗η) .

I De�namos

EH :=
{
ZydλH : Z ∈ XV (π◦ν) (M π)

}
.

I Sea EH el EDS generado por dichas formas; localmente

EH =

〈
dpiA ∧ηi +

∂H

∂uA
η ,duA ∧ηi −

∂H

∂piA
η

〉
, H = Hη .

Teorema
σ : M →M π es una solución de las ecuaciones de Hamilton sii es una sección integral
de EH .
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Lado Hamiltoniano y elementos integrales

Recordar que...
Si p : P →Mm es un �brado y η una forma de volumen sobre M, entonces

J1p ' Gm (TP,p∗η) .

SH J1 (π ◦ν) Gm (TM π,η)

M π Vm (EH )

� � //

��

(π◦ν)10

oo
?�

OO

2 R

dd

Teorema
El conjunto

SH = [−1Ω (−dH )

coincide con Vm (EH ).
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Hamiltonización

∧m+1
2 (M π) J1 (π ◦ν) Gm (TM π,η)

M π Vm (EH )

−dH

[Ω

Caso m = 1:

I Sistema q̇i = F i , ṗi = Gi .

I Entonces K =
〈
dqi −F idt,dpi −Gidt

〉
.

I Σ :
(
t,s,qi ,pi

)
7→
(
Gidq

i −F idpi −ds
)
∧dt.

I Σ cerrada equivale al Teor de Lie-Koenigs2

∂Gi

∂qk
− ∂Gk

∂qi
= 0,

∂Gi

∂pk
+

∂F k

∂qi
= 0,

∂F i

∂pk
− ∂F k

∂pi
= 0.

2E. T. Whittaker 1904/1989.
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∧m+1
2 (M π) J1 (π ◦ν) Gm (TM π,η)

M π Vm (K )

Σ

[Ω

Para PDEs:

I ¾Qué es K ? Usamos una aplicación G : M π → J1π para de�nir un
EDS I mediante

K = G ∗I .

I Luego I ⊂ Ω•
(
J1π

)
es Hamiltonizable sii

I Para cada ρ ∈M π,

Fibra de (π ◦ν)10 sobre ρ intersecada por Vm (G ∗I )⊂ una �bra de [Ω.

I Σ es cerrada.
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Ejemplo: Hamiltonización de Aijuij −B = 0
I Supongamos Aij invertible.
I I :=

〈
θ := du−ukdx

k ,Ψ := Aijdui ∧ηj −Bη
〉
⊂ Ω•

(
J1π

)
.

I G :
(
x i ,u,p,pi

)
7→
(
x i ,u,Hi

)
∈ J1π para ciertas funciones Hi .

I Entonces K = 〈G ∗θ ,G ∗Ψ〉 con

G ∗Ψ = Aik ∂Hi

∂pl
dpl ∧ηk +Aik ∂Hi

∂p
dp∧ηk−

−
(
B−Aik ∂Hi

∂xk
−AikHk

∂Hi

∂u

)
η +Aik ∂Hi

∂u
G ∗θ ∧ηk .

I Las condiciones para la Hamiltonización de I resultan

∂Hi

∂pj
= Cij ,

∂Aik

∂uj
− ∂Ajk

∂ui
= 0, Clj

∂Aik

∂ul
DkHi +AikDkCij +

∂B

∂pj
= 0

donde

AijCjk = δ
i
k , Dk :=

∂

∂xk
+Hk

∂

∂u
.
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I Las condiciones para la Hamiltonización de I resultan

∂Hi

∂pj
= Cij ,

∂Aik

∂uj
− ∂Ajk

∂ui
= 0, Clj

∂Aik

∂ul
DkHi +AikDkCij +

∂B

∂pj
= 0

donde

AijCjk = δ
i
k , Dk :=

∂

∂xk
+Hk

∂

∂u
.
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