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Teorias Hamiltonianas

Introduccién al triple de Tulczyjew

Preliminares

> jSuma sobre indices repetidos!

» Dado un fibrado 7 : E — M, tenemos la siguien(te cc;nstruccién
ToV)io
E M= NFE S JY(wovV)

oV

M (Tov),
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Preliminares

> jSuma sobre indices repetidos!

» Dado un fibrado 7 : E — M, tenemos la siguien(te cc;nstruccién
ToV)io
E M= NFE S JY(wovV)

oV

M (Tov),

> Fijar forma de volumen 1 € Q™ (M). Si (x') son coordenadas sobre
U C M, se define

ni:= aiJTl S Qmil(U).

x!
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Mecanica y teoria de campos
Teorias Hamiltonianas

Introduccién al triple de Tulczyjew

Preliminares

> jSuma sobre indices repetidos!
» Dado un fibrado 7 : E — M, tenemos la siguien(te cc;nstruccién
oV 10
E M= NFE S JY(wovV)
\4
oV
VA
M (mov)y

> Fijar forma de volumen 1 € Q™ (M). Si (x') son coordenadas sobre
U C M, se define

d -1
= — Qm .
M= 55 m € (V)

Tenemos las coordenadas inducidas
» 7 (x',u?) — (x') sobre E.
» En #m, p=(x',u, p,ph) sii p=pn+phdut An;.

> (X107, p,plyi @By By ) on S (wov).

v
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Mecanica y teoria de campos
Teorias Hamiltonianas

Introduccién al triple de Tulczyjew

Teoria de campos Hamiltoniana extendidal

» Datos basicos: Fibrado E, densidad Hamiltoniana 7 : . #Z 7w — A™ M.
» m-form de Cartan: Ay := A yn— I € Q" (M 7).

Ecuaciones (extendidas) de De Donder-Hamilton
6 : M — ./ es una solucién de las ecs de Hamilton sii

" (ZudAy) =0

para cada Z € XV(™V) (L« 7).

1Campos 2010.
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Mecanica y teoria de campos
Teorias Hamiltonianas

Introduccién al triple de Tulezyjew

Lado Hamiltoniano del triple de Tulczyjew

Definimos

A S// = b§1 (djf(%ﬂ))
(ToV)so //l
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Mecanica y teoria de campos
Teorias Hamiltonianas

Introduccién al triple de Tulezyjew

Lado Hamiltoniano del triple de Tulczyjew

Definimos

2 S =ba" (dH (M T)).
(Tov)10 //l
//m;-—* “r Teorema (Campos, Guzman
vl y Marrero 2012)
v G : M — 7 solucién de las ecs
ey e de Hamilton para JZ sii
L j*e(M)C Sy
M
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EDS y ecuaciones de movimiento EDS, Grassmanianos y jets

EDS y ecuaciones

Definiciones basicas |

> Un sistema diferencial exterior (EDS) es un ideal en Q°* (P) cerrado por
difernciacién exterior.
> Elemento integral de dimension n para .#: Es un subespacio E C TP de
dimensién n tal que
ox|lg=0
para cada o € S NQ"(P).

> V,(#) = conjunto de elementos n-integrales de .7.

Definicion
Sea P una N-variedad, 0 < k < N. El fibrado de Grassmann Gy (TP) de dimensién k
es el conjunto de k-subespacios de T, P para cada x € P. La proyeccién canénica
Ty - Gk(TP)A)P €s
Ec TP x.
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EDS y ecuaciones de movimiento EDS, Grassmanianos y jets

EDS y ecuaciones

Ecuaciones Hamiltonianas como EDS

> Si 7 es una k-forma, indicamos con Gi (TP,n) el conjunto de k-planos
E € G, (TP) tales que n|g #0.

> Sea p: P— M™ un fibrado, 1 una forma de volumen en M. Entonces

Ip~ G, (TP,p'n).

» Definamos

Ey:= {ZJdA;f . Z e xV(Eev) (,///n)}.

> Sea &y el EDS generado por dichas formas; localmente
JdH H
Ep = (dpaANi+=—7n,du* Ani———1), A =Hn.
du ap
Teorema
0 : M — /7 es una solucién de las ecuaciones de Hamilton sii es una seccién integral
de g}jf
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Donde andamos...

Problemas inversos en teorias de campo
Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales
Hamiltonizacién
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Lado Hamiltoniano y elementos integrales

Recordar que...
Si p: P— M™ es un fibrado y i una forma de volumen sobre M, entonces

Pp~Gn(TP,p*n).
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Lado Hamiltoniano y elementos integrales

Recordar que...
Si p: P— M™ es un fibrado y i una forma de volumen sobre M, entonces

Pp~Gn(TP,p*n).

Sp———— F(rnov) =——= Gu(TMn,n)
T
(moV)10

- B
ME A Vn(Ex)
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Lado Hamiltoniano y elementos integrales

Recordar que...
Si p: P— M™ es un fibrado y i una forma de volumen sobre M, entonces

Pp~Gn(TP,p*n).

Sw————— S (mov) == Gu(TAr,n)
Y’
(7oV)10 )
o
MR ———— Vi (Ex)
Teorema

El conjunto
Sw =bg' (—dH)

coincide con Vi ().
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Hamiltonizacién

Q
AN (it m) —— S (mov) == Gu(T.#n,n)
< LN

J C Marrero i o o G A e



Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Hamiltonizacién
Q

AN (it m) —— S (mov) == Gu(T.#n,n)
< AN
b \\\\ \\\\)

Caso m=1:
» Sistema ¢' = F',p; = G;.
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Hamiltonizacién
Q

AN (it m) —— S (mov) == Gu(T.#n,n)

Caso m=1:
» Sistema ¢' = F', p; = G;.
» Entonces ¢ = (dq' — F'dt,dp; — G;dt).
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Hamiltonizacién
Q

AN (it m) —— S (mov) == Gu(T.#n,n)

Caso m=1:
» Sistema ¢' = F',p; = G;.
» Entonces ¢ = (dq' — F'dt,dp; — G;dt).
> 3 (t,s7q",p,-) — (G;dqi— Fidp; — ds) Adt.
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Hamiltonizacién
Q

AN (it m) —— S (mov) == Gu(T.#n,n)

Caso m=1:
» Sistema ¢' = F', p; = G;.
» Entonces ¢ = (dq' — F'dt,dp; — G;dt).

> 3 (t,s7q",p,-) — (G;dqi— Fidp; — ds) Adt.

> ¥ cerrada equivale al Teor de Lie-Koenigs?
G dG _  9G; +8F" . OF 9Fk
dgk  dq' " dpx dq' T dpx dp

2E. T. Whittaker 1904/1989.
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Hamiltonizacién |l

ba
AT (it 7) ¢ P (mov) == G (TM7,7)
L R
5 \\\\ \\\\)

J C Marrero i o D A el



Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Hamiltonizacién |l

ba
AT (it 7) ¢ P (mov) == G (TM7,7)
L LN
bN \\\\ \\\\) [

Para PDEs:

» iQué es #? Usamos una aplicacién G : .#n — J & para definir un
EDS .# mediante
H =G I
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Hamiltonizacién |l b
Q

AT (it 7) ¢ P (mov) == G (TM7,7)

Para PDEs:

» iQué es #? Usamos una aplicacién G : .#n — J & para definir un
EDS .# mediante
H =G*S.

> Luego .# C Q° (J'm) es Hamiltonizable sii
> Para cada p € 4,

Fibra de (mwo V), sobre p intersecada por Vi, (G*.#) C una fibra de bq.

» Y es cerrada.
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Ejemplo: Hamiltonizacién de A’ju,-j —B=0

» Supongamos AV invertible.
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Ejemplo: Hamiltonizacién de AYu;; — B =0
» Supongamos AV invertible.
» 7= (0 :=du— uxdx*, W := Alldu; Amj— Bn) C Q* (/7).
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Ejemplo: Hamiltonizacién de AYu;; — B =0
» Supongamos A% invertible.
> S = (0 :=du— udx*, W := Alduj Amj— Bn) C Q° (/'x).
» G: (x',u,p,p') — (x',u,H;) € J*m para ciertas funciones H;.
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Ejemplo: Hamiltonizacién de AYu;; — B =0
» Supongamos AV invertible.
> S = (0 :=du— udx*, W := Alduj Amj— Bn) C Q° (/'x).
» G: (x',u,p,p') — (x',u,H;) € J*m para ciertas funciones H;.
» Entonces # = (G*0,G*V) con

. dH; 2 OH,;
G*W = Ak (9p’l dp’/\nk+A'ka—p’dp/\nk—

—(B—A’kaxk—Aka 8u>n+Ak S5, G0N
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Subvariedades Lagrangianas y elementos integrales

Problemas inversos Hamiltonizacién

Ejemplo: Hamiltonizacién de AYu;; — B =0

» Supongamos A% invertible.
I = (0 := du— udx*, W := Aldu; Anj — Bn) C Q° (J'x).
G:(x',u,p,p") — (x',u,H;) € J*n para ciertas funciones H;.
Entonces .# = (G*0,G*V¥) con

v vy

A’kaap’dp/\nk_

dH; dH,; dH,;
ik ik
(B AR — AR H >n+A g

Las condiciones para la Hamiltonizacién de .# resultan
oH; DAk g Ak DAk oB

- =Cj =———=—=0 C Dy H;+ A% Dy C;
op - u oy O Gy DRPi ATDKC 55 =0

wOH
G*\U:A’k !
ap!

0 A M.

v

AlCy =8, Dyi==—
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