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Introduccion

Teorema de foliacién simpléctica: Caso finito.
Teorema de foliacion simpléctica: Caso infinito.

La Grassmanniana restringida.



Variedades de Poisson

Una variedad de Poisson es un par (M, {-,-}) donde M es una variedad y {-, -} es
una operacion bilineal en C* (M) tal que:

o (C®(M),{-,-}) es un dlgebra de Lie;

o {-,-} es una derivacion en cada factor, es decir,

{fg,h} = {f, h}g +f{g, h},

paratodaf,g h € C>°(M).

Observacién: si h € C°(M), 31X, en M tal que
{g7h} = Xh[g] = _Xg[h] = dg(Xh) = _dh(Xg)a

para todo g € C*°(M). Llamamos X, el campo vectorial Hamiltoniano de 4.



Variedades de Poisson

Una variedad de Poisson es un par (M, {-,-}) donde M es una variedad y {-, -} es
una operacion bilineal en C* (M) tal que:

o (C®(M),{-,-}) es un dlgebra de Lie;

o {-,-} es una derivacion en cada factor, es decir,

{fg,h} = {f, h}g +f{g, h},

paratodaf,g h € C>°(M).

Observacién: si h € C°(M), 31X, en M tal que
{g7h} = Xh[g] = _Xg[h] = dg(Xh) = _dh(Xg)a

para todo g € C*°(M). Llamamos X, el campo vectorial Hamiltoniano de 4.
Consideramos el conjunto:

Soy(M)={veT,M: I ecC*M), X(z0) =v}, z20€M.

Es llamada la distribucion caracteristica de la variedad de Poisson M.



Foliacién simpléctica

La distribucion caracteristica S(M) de la variedad de Poisson (M, {-,-}) es
completamente integrable, y la estructura de Poisson induce estructuras simplécticas
en las hojas de S(M).




Foliacion simpléctica

La distribucion caracteristica S(M) de la variedad de Poisson (M, {-,}) es
completamente integrable, y la estructura de Poisson induce estructuras simplécticas
en las hojas de S(M).

©® g* es una variedad de Poisson con respecto a cada corchete de Lie-Poisson
{-, -} 1 definido por {f, g} 1+ (x) = £(x, [df (x),dg(x)]), para todo x € g*.
Hojas simplécticas = las orbitas de la representacion coadjunta de cualquier
grupo de Lie conexo G.
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Foliacion simpléctica

La distribucion caracteristica S(M) de la variedad de Poisson (M, {-,}) es
completamente integrable, y la estructura de Poisson induce estructuras simplécticas

en las hojas de S(M).

©® g* es una variedad de Poisson con respecto a cada corchete de Lie-Poisson
{-, -} 1 definido por {f, g} 1+ (x) = £(x, [df (x),dg(x)]), para todo x € g*.
Hojas simplécticas = las orbitas de la representacion coadjunta de cualquier
grupo de Lie conexo G.

® O = 2-cociclo simpléctico de g. Sea
[f, 8}o(x) = (x, [df (x),dg(x)]) — O(df(x),dg(x)), Vf, g € C>(g"), y ¥ € g~
Se denomina la estructura de Lie-Poisson modificada de g* asociada al
2-cociclo simpléctico ©.
Hojas simplécticas = las orbitas de la accion afin ag : G X g — g* definida
por ag(g,§) = Ady& + 0(g), para G grupo de Lie conexo y 0= cociclo
simpléctico de G.
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Espacios de Banach Lie-Poisson

b = espacio de Banach. b* = espacio de Banach dual de b.
Vimos: g = dlgebra de Lie, g* su dual, admite la estructura de Lie-Poisson.

b es un espacio de Banach Lie-Poisson si su dual b* es un dlgebra de Lie-Banach tal
que ad;b C b C b**, Vx € b*.

El corchete de Poisson de f, g € C*°(b) estd dado por
{fg}(b) = ([Df(b), Dg(b)], b).
Sih € C°°(b), el campo vectorial Hamiltoniano asociado a & estd dado por
El subespacio vectorial
S,:={adgp: £€b™} Cb
es llamado subespacio caracteristico en p.
S = {Sp}peb

la distribucion caracteristica de la estructura de Poisson.



Teorema de foliacion simpléctica: caso infinito

Estructura de Lie-Poisson: consideramos G grupo de Lie y L, la traslacion a
izquierda. Supongamos que

g admite un predual g.;

Ady (g+) C g«, para cualquier g;

fijando p € g., el grupo G, := {g € G : Ad;p = p} es un subgrupo de Lie de G.



Teorema de foliacion simpléctica: caso infinito

Estructura de Lie-Poisson: consideramos G grupo de Lie y L, la traslacion a
izquierda. Supongamos que

g admite un predual g.;
AdZ (g«) C g«, para cualquier g;

fijando p € g., el grupo G, := {g € G : Ad;p = p} es un subgrupo de Lie de G.
Entonces

G/G, admite una estructura de variedad suave débilmente simpléctica relativa a
la 2-forma

(wl))[g] (TgW(Teng)a Tgﬂ'(TeLgn)) = {p, [§,n])

donde {,m € g,8 €G, [g] :=7(g) =8Gp,y () : g9« X g — Rees la bilineal
candnica entre g, y g;

Hojas simplécticas del EBLP g.: las componenetes conexas de la érbita
coadjunta O = {Ad;p : g € G}.



El espacio proyectivo infinito dimensional

‘H = espacio de Hilbert.

U(H) = operadores unitarios. Su dlgebra de Lie estd dada por
uH)={A € B(H): A* =—A}.

g =u(H), g. = & (H) Nu(H).



El espacio proyectivo infinito dimensional

‘H = espacio de Hilbert.

U(H) = operadores unitarios. Su dlgebra de Lie estd dada por
uH)={A € B(H): A* =—A}.

g =u(H), g. = & (H) Nu(H).

Corchete de Lie-Poisson: sean f, g € C*°(g«), X € g

{f; 8}(x) = ue(x[Df (x), Dg(x)))-
Espacio Proyectivo: x € H, ||x|| = 1, px = (-, x)x

P(H) ={upu* : ueU(H)} =Sy /T

es una hoja simpléctica fuerte en g..
Estructura simpléctica a través de py, € gs:

(wpxo )”P.xo"’* ([x7 upru*], [y7 upqu*]) = itr(pxo [xay]) — ZIm(xxo,yxo>,

donde x,y € u(H)



La Grassmanniana restringida

‘H = espacio de Hilbert separable: H = H & H_.
p+ Yy p— las proyecciones ortogonales sobre H., H _.
®,(H) = operadores de Hilbert-Schmidt en .
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‘H = espacio de Hilbert separable: H = H & H_.
p+ Yy p— las proyecciones ortogonales sobre H., H_.
®,(H) = operadores de Hilbert-Schmidt en .

La Grassmanniana restringida, Gr ., es el conjunto de todos los subespacios
cerrados W de H tales que:

O la proyeccion ortogonal py |w: W — H . es un operador de Fredholm, y

® la proyeccion ortogonal p_ |w: W — H_ es un operador de Hilbert-Schmidt.




La Grassmanniana restringida

‘H = espacio de Hilbert separable: H = H & H_.
p+ y p— las proyecciones ortogonales sobre ., H_.
®,(H) = operadores de Hilbert-Schmidt en .

La Grassmanniana restringida, Gr ., es el conjunto de todos los subespacios
cerrados W de H tales que:

O la proyeccion ortogonal py |w: W — H . es un operador de Fredholm, y
® la proyeccion ortogonal p_ |w: W — H_ es un operador de Hilbert-Schmidt.

O W € Grp siy solo si pyw = (:* i) , donde x es Fredholm y a,y € ,(H).
@ W € Grys = dimW = dimW+ = oo.
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El grupo unitario restringido

Ures = {U € U(H) : [d, U] es un operador de Hilbert-Schmidt},
donde d .= i(py — p—) € u(H). Es decir,

Ul U

u u
U= ( t 12) € Uy <= Uy2, U1 son H-S

Componentes conexas de Uy:

U = {UcUH): ind(uyn) =k}, k € Z.

Componentes conexas de Gr:
Grt, := {W € Gty : ind(p, |w) =k}, k€ Z.

Ures ~ Grpos: U-W = U(W) <= U -py = UpyU*.
La accion es transitiva.



El grupo unitario restringido

Ures = {U € U(H) : [d, U] es un operador de Hilbert-Schmidt},
donde d .= i(py — p—) € u(H). Es decir,

Ul U

u u
U= ( = 12) € Uy <= Uy2, U1 son H-S

Componentes conexas de Uy:
U = {UcUH): ind(uyn) =k}, k € Z.
Componentes conexas de Gr:
Grt, := {W € Gty : ind(p, |w) =k}, k€ Z.
Ures ~ Grpos: U-W = U(W) <= U -py = UpyU*.

La accion es transitiva.
Gryes = Upes/ (U(H 1) X U(H—)) = Gryeg €5 un espacio homogéneo de Ues.



Gr,,s espacio homogéneo

Identificamos

Ty, Glpey = e /(W(H4) X u(H-)) = Sy(H4,H-)

Podemos definir wg, (X, Y) := 2Im(tr(XY*)), donde X, Y € &,(H 4, H_).
Asi definida, wg, (X, Y) es una forma simpléctica fuerte.
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Gr,,s espacio homogéneo

Identificamos
Ty, Glpey = e /(W(H4) X u(H-)) = Sy(H4,H-)

Podemos definir wg, (X, Y) := 2Im(tr(XY*)), donde X, Y € &,(H 4, H_).
Asi definida, wg, (X, Y) es una forma simpléctica fuerte.

(Es la Grassmanniana restringida una hoja simpléctica de un EBLP?

Consideramos el grupo de Lie-Hilbert
Uy={acU(H): a—id € B,(H)},

y su dlgebra de Lie
uy = u(H) NGy (H).
0

0 a
Tomando Gr,,, = {W € Gr,,, : ind(py+ |w) = 0}, tenemos que U, ~ Gr,,.
esta accion es transitiva.

Mas aun



u, EBLP

1y := uy P Res el digebra de Lie dotada con el corchete

[(Ava)7 (Bvb)}d = ([AvBLS(A7B))'

donde, s(A,B) := tr(Ald, B]) para A,B € u,.

1, es un EBLP, con el corchete de Poisson dado por

{fs8ta(p,v) = (u, [Duf (1), Dpg()l) + vs(Dyuf, Dyg)-

donde f, g € C*°(t2), (k,7) € o



u, EBLP

1y := uy P Res el digebra de Lie dotada con el corchete

[(Ava)7 (B7b)]d = ([AvBLS(A?B))'

donde, s(A,B) := tr(Ald, B]) para A,B € u,.

1, es un EBLP, con el corchete de Poisson dado por

{f 8ra(i, ) = (u, [Duf (1), Dpg()1) + vs(Dpuf, Dyug)-

donde f, g € C*(i2), (1, 7) € 1o

(1) Gro

res

de Gres es una hoja simpléctica fuerte en el EBLP 1.

® La distribucion caracteristica de 1, es integrable.
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Muchas gracias
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