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§1. Monoides libres

1.1. Sea X un conjunto, cuyos elementos llamamos letras o variables. Si n € Ny, una palabra
de longitud n en las letras de X es una funcién w : [n] — X, y en ese caso escribimos |w| = n.
Cuando n es positivo, denotaremos siempre a w por la secuencia finita w(1)w(2)---w(n) de
sus valores escritos en el orden natural. Asi, x, yyyy y xyxxyxrry son palabras en las letras
del conjunto {z,y} de longitud 1, 4 y 8, respectivamente. Como [0] = 0, hay exactamente una

palabra de longitud 0, a la que llamamos la palabra vacia y escribimos 1.

1.2. Si n € Ny, escribimos X" al conjunto de todas las palabras de longitud n en las letras de X
y (X) = U;>0 X™ al conjunto de todas las palabras; notemos que esta unién es disjunta.

La funcién w € X! — w(l) € X es evidentemente una biyeccién, a la que consideraremos
siempre como una identificacién. En vista de esto, consideramos a los elementos de X como
palabras de longitud 1 y tenemos una funcién ¢ : X — (X), la inclusién de X! en (X), que es

claramente inyectiva.

1.3. Si u, v € (X) son dos palabras de longitudes n y m, respectivamente, entonces la concate-

nacién de u y v es la palabra u - v € X" de longitud n + m tal que

(u . ’U)(Z) _ u(i)’ sil<i<mn;

v(i—mn), sin<i<n+m.



De la definicién misma de esta operacién se sigue que
u - v| = fu] + Jv]. (1)

Proposicién. El conjunto (X) dotado de la operacién - de concatenacion es un monoide. El

elemento neutro de (X) es la palabra vacia 1 y el conjunto X genera a (X) como monoide.

Demostracion. Tenemos que mostrar que la operacién de concatenacién es asociativa y que tiene
a la palabra vacia como elemento neutro, y esto tltimo es inmediato. Sin, m, k € Ngy u € X",

vEX™ywe XK, entonces se sigue de la definicién que

((u-v)-w)(i) = (u-v)(i), sil<i<n+m

w(i—m—m), sin+m<i<n+m+k;

u(2), sil<i<mg
=qv(i—n), sin<i<n+m;
w(i—m—m), sin+m<i<n+m+k.
Es facil ver que u - (v - w) es exactamente la misma funcién.
Nos queda ver que (X) estd generado por X como monoide. Para ello, mostremos, haciendo
induccién sobre n, que X" estd contenido en el submonoide (X >/ generado por X. Esto es evidente

sin = 0. Sea entonces n > 0y sea w € X" 1. Si ponemos w’ = W[y, que es un elemento de X",

yx=w(n+1) € X, entonces w = w’ - x y la hipdtesis inductiva implica que
w=w-reX" X C(X) X C(X),

de manera que X"+ C (X)'. O
1.4. Una consecuencia inmediata de esta Proposicién 1.3 y de la igualdad (1) es que la funcién
longitud | | : (X) — Ny es un morfismo de monoides.

1.5. A la siguiente observacién evidente la vamos a usar frecuentemente —de hecho, la usamos

ya en el final de la prueba de la Proposicién 1.3.

Lema. Sea w € (X) una palabra de longitud | > 0. Si k € Ny es tal que 0 < k <, entonces
existe un dnico par de palabras u, v € (X) tales que |u| =k, |[v|=1—k yw=u-v.

Demostracion. Las palabras u = wlpy y v : i € [l — k] = w(i — k) € X satifacen la condicién. Si
u' € XFyo' € X'=F esotro par de palabras tal que w = u/-v’, tenemos que v/ (i) = (u’-v")(7) = w(i)

si i € [k], de manera que v’ = w|py = u, y
V(i) = (u )k +i) =wlk+1i) = (u-v)(k+1i) =v()

para cada i € [l — k], de manera que v’ = v. O

1.6. La propiedad fundamental del monoide (X) es que es libre, es decir, la siguiente:

{eq:monoide:abs}
{prop:monoide}

{p:abs}



Proposicién. Sea M un monoide. Si ¢ : X — M es una funcion, entonces existe eractamente

un morfismo ¢ : (X) — M tal que conmuta el diagrama

XM
A

Demostracion. Definimos una sucesién de funciones (¢, : X™ — M),>0 de manera inductiva,

|
x)

empezando con ¢y : X° — M la funcién tal que ¢o(1) = 1. Sin > 0y ya tenemos a la
funcién ¢,,, entonces definimos ¢, 41 : X"t — M de la siguiente manera: si w € X" *!, existen

w' € X™yx € X tales que w = w' - x y ponemos

Pni1(w) = dn(w') - $(2).

El producto - que aparece a la dereche en esta igualdad es el de M. Como (X) = J,~c X" ¥
la unién es disjunta, hay exactamente una funcién ¢ : (X) — M tal que Q_S\ xn = On pa_ra todo
n > 0. Mostremos que ¢ es un morfismo de monoides.

Se sigue de la construccién misma que ¢(1) = 1p7. Sean u, v € (X) dos palabras: tenemos
que probar que ¢(u - v) = ¢(u) - ¢(v) y lo hacemos por induccién en la longitud de v.

Si v tiene longitud 0, entonces v es la palabra vacia, u-v=uy gg(v) = 17 por construccion,
asf que ¢(u-v) = d(u) = d(u) - 1pr = ¢p(u) - ¢(v). Supongamos ahora que la longitud de v es I > 1.
En ese caso existen una palabra v’ de longitud [ — 1 y una letra x tales que v = v’ - x, y entonces

Pu-v) = (u- (v - x)) = ¢((u-2) - ).
De la definicién de ¢ se sigue que esto es igual a ¢(u - v') - ¢(x). Por otro lado, como v’ tiene
longitud I — 1, la hipétesis inductiva nos dice que ¢(u - v') = ¢(u) - ¢(v') y poniendo todo junto
vemos que

$u-v) = g(u-v') - ¢(x) = (d(u) - 6(v)) - () = P(u) - (H(v") - P(2)).
Como ¢(v') - ¢p(x) = ¢(v' - ) = ¢(v), otra vez por la definicién de ¢, esto es igual a ¢(u) - @(v).
La existencia del morfismo ¢ queda asi establecida. Para ver la unicidad, supongamos que
¥ (X) - M es otro morfismo de monoides tal que ¢ = 1) o y consideremos el conjunto
E={we (X):¢(w)=(z)}. Esinmediato verificar que es un submonoide de (X), y es claro
de las hipétesis que X C E. La Proposicién 1.3 nos dice que X genera a (X) como monoide y
esto implica que E = (X). O

1.7. Un ejemplo representativo de aplicacion de esta proposicion es el siguiente. Consideremos
la funcién ¢ : X — Ny tal que ¢(z) = 1 para todo = € X. Si vemos a Ny con su estructura
usual de monoide aditivo, la proposicién nos dice que existe un tinico morfismo de monoides
¢ : (X) — Ny tal que ¢(x) = 1 para todo = € X. Por otro lado, observamos en 1.4 que la funcién
longitud | | : (X) — Ny es un morfsmo de monoides tal que |z| = 1 para todo z € X. Se sigue,

entonces, que ¢(w) = |w| para cualquier w € (X).

{prop:monoide:libre]



1.8. Proposicién. Si u, v, v' € (X) son tales que u-v=u-v" ov-u=1v"-u, entonces v ="1".

Demostracion. Supongamos, por ejemplo, que uv = uv’. Como |u|+ |v| = |uv| = |uv’'| = |u| + V'],

es |v| = |v'|; sean m este nimero y n = |u|. Para cada i € [m] es
(i) = (u-v)(n+i) = (u-v)(n+1i) = 0'(i)

y esto significa qu v = v’. O

§2. Algebras libres

2.1. Sea k un anillo conmutativo, sea X un conjunto y sea k(X) el k-mddulo libre con ba-
se (X). Precisamente porque (X) es una base de k(X), existe exactamente una funcién k-bilineal
*x k(X)) x k(X) = k(X) tal que u*v = u - v para cada par de palabras u, v € (X). Esta opera-
cién * es asociativa: para verlo alcanza con mostrar que (u*v)*w = u* (Vvrxw) si u, v, w € (X),
y esto es consecuencia inmediata de que la operacién de concatenacién en (X) es asociativa. De
manera similar, la palabra vacia 1 de (X) es el elemento identidad de k(X). Asi, el espacio

vectorial k(X) dotado de la multiplicacién x es una k-dlgebra.

2.2. Que el monoide (X) sea libre en el sentido de la Proposicién 1.6 tiene la siguiente conse-

cuencia:

Proposicién. Sea ¢ : X — k(X) la funcion inclusién y sea A una k-dlgebra. Si ¢ : X — A
es una funcidn, entonces existe exactamente un morfismo ¢ : k(X) — A de k-dlgebras tal que

conmuta el diagrama

X — A

A

Demostracion. De acuerdo a la Proposicién 1.6, y viendo a A como un monoide para la multi-

¢
J 3
k(X)

plicacién, existe un morfismo de monoides ¢’ : (X) — A tal que ¢'(z) = ¢(z) para todo z € X.
Como (X) es una k-base de k(X), existe entonces un morfismo de k-médulos ¢ : k(X) — A
tal que ¢(u) = ¢'(u) para todo u € (X); en particular, tenemos que ¢(z) = ¢'(z) = ¢(z) para
todo z € X, de manera que conmuta el diagrama del enunciado. Esta funcién ¢ es un morfismo
de dlgebras. En efecto, como (X) genera a su dominio como k-médulo, para verlo alcanza con

mostrar que ¢(uv) = ¢(u) - p(v) cuando u, v € (X), y esto sigue de que

Puxv) = d(u-v) = ¢'(u-v) = ¢ (u)¢'(v) = d(u) - $(v).
Finalmente, si ¢ : k(X) — A es otro morfismo de k-dlgebras tal que ¢ ot = ¢, entonces el
conjunto E = {a € A : 9)(a) = ¥(a)} es una k-subalgebra de k(X) que contiene a X, asf que,
como X genera a k(X), es E = k(X) y esto significa que 1) = ¢. O

{prop:monoide:reg}

{prop:algebra:libre}



2.3. Proposicién.(i) Un elemento de (X) no es un divisor de cero en k(X).

(i) Sienk no hay divisores de cero, entonces en k(X) tampoco.

Demostracion. (i) Sean u € (X) y a € k(X) tales que ua = 0. Hay un conjunto finito V' C (X)

y una funcién A : V — k tal que a = > A(v)v, asi que

veV

ua = Z A(v)uv = 0. (2)
VeV
De acuerdo a la Proposicién 1.8 la funciéon v € V +— uv € (X) es inyectiva y entonces, como (X)
es un subconjunto linealmente independiente de k(X), se sigue de la igualdad (2) que A(v) =0
para todo v € V, esto es, que a = 0.

(it) Supongamos que existen dos elementos no nulos a, b € k(X) tales que ab = 0. Existen
conjuntos finitos U, V' C (X) y funciones A : U = ky p: V — k tales que a = >, ., AMu)u y
b=>,cv #(v)v. Sin perdida de generalidad podemos suponer que A(u) # 0 para todo u € U y
que u(v) # 0 para todo v € V. Por otro lado, como a # 0 y b # 0, es necesariamente U # ) y
V # . Como

ab = Z Au)p(v)uw = Z( Z A(u)p(v))w,

ueU,weV we(X) ueUweV
Uv=w
para todo w € (X) vale que

S Awh(v) = 0. 3)

uelUveV

uv=w

Sean ug € U y vy € V tales que |ug] = max{|u| : u € U} y |vg] = max{|v| : v € V}. SiueU
y v € V son tales que uv = ugvyg, entonces |u| + |v| = |ug| + |vo| ¥, como |u| < |ug| y |v| < |vol,
vemos que |u| = |ug| y |v| = |vo| v, en consecuencia, que u = ug y v = vg. La igualdad (3) con
w = ugvg, entonces, nos dice que A(ug)p(vg) = 0. Esto es imposible porque en k no hay divisores

de cero.

2.4. Proposicién. Sean X eY dos conjuntos. Entonces k(X) y k(Y) son dlgebras isomorfas si

y solamente si X e Y tienen el mismo cardinal.

Demostracion. Supongamos que vale la condicién y sea f : X — Y es una biyeccién. De la
Proposicién 2.2 sabemos que existen morfismos de dlgebras ¢ : k(X) - k(Y) y ¢ : k(Y) — k(X)
tales que ¢(z) = f(x) para cada * € X y ¥(y) = f~1(y) para cada y € Y. La composicién
o k(X) = k(X) es entonces un morfismo de algebras tal que (¢ o ¢)(x) = = para todo z € X,
asi que la afirmacién relativa a la unicidad de la Proposicién 2.2 implica que ¢ o ¢ = idk< x)- De

la misma forma podemos ver que ¢ o) = id]k<y> y, en consecuencia, que ¢ es un isomorfismo.

Nos resta mostrar la necesidad de la condicién de la proposicion. Sea primero X un conjunto.

De acuerdo a la Proposicién 2.2 existe un tnico morfismo de algebras € : k(X) — k tal que
e(x) = 0 para todo z € X, y es claro que se trata de una sobreyeccién. Si Iy = ker e es su nicleo,

entonces el morfismo € induce un isomorfismo de algebras k(X) /Iy = k.

{prop:algebra:reg}

{eq:algebra:reg}

{eq:algebra:reg:2}

{prop:algebra:rango



Es claro que I tiene como base, en tanto k-submédulo de k(X), al conjunto X='. Se sigue de
esto que el cuadrado I2 estd generado en tanto submédulo por el conjunto de todo los productos
de dos elementos de X!, y este conjunto es evidentemente X=2. Como XZ2 es linealmente
independiente sobre k, vemos asi que, de hecho, I2 tiene a X=2 como base.

Consideremos la funcién 7 : x € X — x + I2 € Iy/I3. Esta funcién es inyectiva: en efecto, si
x e y son elementos de X tales que 7(z) = 7(y), entonces  — y € I3, y esto es absurdo ya que
todo elemento de I3 es una combinacién lineal de palabras de longitud al menos dos y  — y no

lo es. Més atin, el conjunto & = {r(z) : * € X} es una k-base de I/I3.

e Si u € I, entonces u es una combinacién lineal de palabras de longitud al menos 1, asi
que existe una familia de escalares (A\;)zcx y un elemento u’ que es combinacién lineal de
palabras de longitud al menos 2 tales que A\, = 0 para casi todox € X yu =)
Se tiene entonces que u + I§ = > -y Ao + 1§ = > o Aom(2). Esto nos dice que el
conjunto % genera a Ip/I2 como espacio vectorial.

e Supongamos ahora que (\;)zex es una familia de elementos de k con A, = 0 para casi
todo z € X tal que > .y Am(z) = 0 en Iy/I3. Esto significa que Y,y Ay2 es un
elemento de I2, lo que es absurdo, ya que no es una combinacién lineal de palabras de

logitud al menos 2.

Vemos asf que Ip/I3 es un k-médulo libre de rango igual al cardinal de X. Hemos probado que

existe en k(X) un ideal bildtero Iy con k(X)/Iy =k en tanto dlgebras y tal

que Io/12 es un k-mdédulo libre de rango igual al cardinal de X .

(4)

Mostremos ahora que, de hecho, vale que

si J es un ideal bildtero de k(X) tal que k(X)/J = k en tanto dlgebras,

entonces el cociente J/J? es un k-mddulo libre de rango igual al cardinal de X .

®)

Sea J un ideal tal que hay un isomofismo ¢ : k(X)/J = k de k-algebras. Sea p : k(X) — k(X)/J
es la proyeccién canénica y para cada = € X pongamos «, = ¢(p(z)) € k. De la Proposicién 2.2
sabemos que existen morfismos de algebras a, 5 : k(X) — k(X) tal que a(x) = z+a, y B(x) = zay,
para todo x € X. Como la composicién aco 3 : k(X) — k(X) es tal que (a0 §8)(x) = x para todo
x € X, esa misma proposicién nos dice que a0 3 = idy(x). Razonando de manera simétrica,
vemos que también 3o a = idy x) y, entonces, que a es un isomorfismo de dlgebras.

Sea J' el ideal de k(X)) generado por el conjunto {z — «, : z € X}. Como ¢(p(x —ay)) =0
para todo x € X, tenemos que J' C K. Por otro lado, es a(z — a;) = = cualquiera sea x € X:
como X genera a Iy y « es un automorfismo, esto nos dice que «(J’) = Iy y, en particular, que
« induce un isomofismo @ : k(X)/J" — k(X)/Io. Vemos asi que k(X)/J = k.

Si u € J, entonces este ultimo isomorfismo implica que existe A € k tal que u — A1 € J' y,
como J' C J, que Al € J. En consencuencia, la funcién lﬂ§<X>/J Eek(X)/J = A ek(X)/J es
nula. Como k(X)/J es isomorfa en tanto k-dlgebra con k, la funcién n:a € k — al + J € kX/J

AT+

{eq:free:i0}

{eq:free:jj}



es un isomorfismo y conmuta el diagrama

l]k
k ——— k

k()T 2 Xy

en el que ¥ : k — k y l5(a) = Aa para todo a € k. Esto implica, por supuesto, que A = 0y,
entonces, que u € J'. Concluimos de esta forma quee J = J" y que a(J) = .

Finalmente, como « : k(X) — k(X) es un isomorfismo de dlgebras y «(J) = Iy, es claro que
a induce un isomofismo de k-médulos J/J? — Iy/I2, asi que la dltima afirmacién de (5) sigue de
la dltima afirmacion de (4). Esto completa, por lo tanto, la prueba de (5).

Combinando (4) y (5), vemos que

el conjunto 7 (X) de los ideales J de k(X) tales que k(X)/J =k es no vacio,
y que cualquiera sea J € 7 (X) el k-médulo J/J? es libre de rango igual al (6)
cardinal de X.

Si ahora Y es otro conjunto y ¢ : k(X) — k(Y) es un isorfismo de dlgebras, entonces es
inmediato verificar que para cada J € (X) se tiene que ¢(J) € #(Y) y que el isomofismo ¢
induce un isomorfismo de k-médulos J/J? — ¢(J)/¢(J)?. En particular, en vista de (6), X e YV’
tienen el mismo cardinal. O

2.5. En vista de la Proposicién 2.2, llamamos a k(X) la k-dlgebra libre generada por X. Por
otro lado, decimos que un algebra A es libre si existe un conjunto X tal que A 2 k(X) y, en ese
caso, que su rango es el cardinal del conjunto X; que esto ultimo tiene sentido es consecuencia

directa de la Proposicién 2.4.

2.6. Proposicién. Sea A un dlgebra. Si X es un subconjunto de A que la genera como dlgebra,
entonces hay un morfismso sobreyectivo de dlgebras ¢ : k(X) — A tal que ¢(x) = x para todo

x € X. En particular, si I = ker ¢, entonces hay un isomorfimo de dlgebras A = k(X)/I.

Demostracion. Sea X C A como en el enunciado. La existencia de un morfismo de algebras
¢ : k(X) — A tal que ¢(z) = = para todo z € X es consencuencia de la Proposicién 2.2. Es
claro que la imagen de ¢ es una subéalgebra de A que contiene a X. La eleccién de X, entonces,

implica que ¢ es sobreyectivo. [

2.7. Si A es un algebra, una presentacion de A es una terna ordenada (X, S, ¢) en la que X es
un conjunto, S un subconjunto de k(X) y ¢ : k(X) — A es un morfismo sobreyectivo de lgebras
cuyo nucleo esta generado por S en tanto ideal bildtero de k(X).

Toda &lgebra A posee presentaciones. En efecto, si ¢ : k(X) — A es el morfismo de dlgebras
tal que ¢(a) = a para todo a € A, entonces (A, ker ¢, ¢) es una presentacién de A. En general,
sin embargo, estamos interesados en presentaciones (X, S, ¢) més eficientes, en el sentido de que

el conjunto X y/o el conjunto S sea lo més chico posible.

2.8. Decimos que un dlgebra A es afin si posee una presentacion (X, S, ¢) en la que el conjunto X

es finito; claramente, un algebra es afin si y solamente si es finitamente generada en tanto algebra.

{eq:free:q}



Por otro lado, decimos que A es finitamente presentada si posee una presentacién (X, S, ¢)

en la que tanto X como S sean conjuntos finitos.

§3. Ordenes monomiales

3.1. Sea X un conjunto y X* el monoide libre generado por X. Un orden monomial sobre X*

es un orden parcial < sobre X* si

e Il <vparatodove X*y

e para todo u, v, v/, w € X* vale que
v<v = ww < ww.

3.2. La siguiente observacion es 1itil y es la razén por que imponemos la primera condicién en la

definicién de los érdenes monomiales:
Lema. Si < es un orden monomial, entonces si u, v € X* y u es un factor de v, entonces u < v.

Demostracion. Si u es un factor de v, entonces existen wq, we € X* tales que v = wyuwy. Como

1 <w; y 1< wsy, tenemos entonces que v = lul < wyuwy = v. O

Ejemplos

3.3. Sean>1ysea X ={u1,..
total < sobre X. El orden graduado-lexicogrdfico u orden deglex asociado a < es el orden <

., Tn} un conjunto con n elementos distintos. Fijemos un orden

sobre el monoide X* tal que si u y v son dos elementos de X* se tiene que u < v si y sélo si

e 0 bien |u| < |v|

e o bien |u| = |v| y existen w, w/, v' € X* y a, b € X tales que u = wau', v = whv’' y a < b.
En otras palabras, es u < v si o bien u es estrictamente mas corto que v en tiene la misma
longitud que v y la primera letra en la que u difiere de v es menor o igual que la correspondiente
letra de v con respecto al orden de X.

Por ejemplo, si X = {z,y,2} y * <y < z, entonces los monomios de longitud 3 se ordenan

con respecto al orden deglex de la siguiente manera:

TrT, TTY, xxz, Ty, Tyy, Yz, xze, 2y, T2z,
yrw, yxy, yrz, yyx, yyy, yyz, Yz, Yyzy, yzz,
zTe, 2Ty, 2TZ, 2YT, z2yYy, 2yz, zzx, z2Yy, z22.

3.4. Podemos generalizar la construccién hecha en 3.3 para el orden degler. Sean n > 1,

X = {ZL'l, ..
una funcién con valores reales estrictamente positivos. Vemos a R>g como un monoide con

., %y} un conjunto con n elementos distintos, < un orden total en X y w: X — Rxg

respecto a la suma usual. De la Proposicién 1.6 sabemos que existe una tinico morfismo de

monoides @ : (X) = Rx>g. El orden w-graduado-lexicogrdifico u orden w-deglex asociado

{sect:orden}

{p:deglex}



a Jyawes el orden < sobre (X) tal que si u y v son elementos de (X) se tiene que u < v si y
solo si
e 0 bien w(u) < &(v)
e 0 bien w(u) = w(v) y existen w, v/, v' € X* y a, b € X tales que u = wav/, v = whv' y
a <b.
Por ejemplo, si X = {z,y,2}, 2 <y Jz, y w(z) = 3, w(y) = 2 y w(z) = 1, entonces los

monomios de longitud 3 se ordenan con respecto al orden w-deglex de la siguiente manera:

Z2Z, Yyzz, zYz, z2Y, T2z, Yyyz, YzY, ZrZ, 2YY,
Z2, TYz, T2y, yxz, YyY, yzeT, zxy, zyzx, rT2,
TyYy, T2, yxy, Yy, zxe, xTY, YT, Yy, TTT.

3.5. De manera similar, si n > 1, X = {z1,...,z,} es un conjunto con n elementos distintos y
< es un orden total sobre X, el orden graduado-lexicogrdfico inverso u orden degrevlex
asociado a < es el orden < sobre X™* tal que si u y v son dos elementos de X* se tiene que u < v
si y solo si

e 0 bien |u| < |v|

e o bien |u| = |v| y existen w, w/, v' € X* y a, b € X tales que u = v'aw, v =v'bw y b J a.
Asi, es u < v si o bien u es estrictamente méas corto que v o bien tiene la misma longitud y
la 4ltima letra en la que u difiere de v es mayor o igual que la correspondiente letra de v con
respecto al orden de X.

Por ejemplo, si X = {z,y,2} y * <y < z, entonces los monomios de longitud 3 se ordenan

con respecto al orden deglex de la siguiente manera:

22z, Yyzz, T2Z, 2yz, yyz, Tyz, zxz, yrz, TTZ
Z2Y, YzyY, T2y, zYY, Yy, Yy, ZTY, yxy, rry
Z2X, Yz, T2T, 2y, Yy, Ty, zze, Yy, TTT.

3.6. Supongamos que X = {xz,y}. A cada palabra u = u;---u, € (X) de longitud n > 0 le

asignamos la poligonal en el plano con vértices vy, ..., v, tales que vo = (0,0) y

Vi—1 + (170)7
Vi—1 + (07 1)7

siu; =z,
V; =
st u; =y,

Escribimos n(u) a la altura del punto més alto de la curva y a(u) al area que delimita junto con

{p:areas}



! e o a— — 1

KXKKX XXKXY XXKYX KXYKX XYKXX YXXXX KXXYY XXYXY

.

= e A S A

XYXXY XXYYX VXXXY XYXYX YXXYX XYYXX YXYXX VYXXX
XXYYY XYXYy YXXYY XYYXY YXYXY XYYyyx YYXXY YXYyxX

YYXYX YYYXX XYYyy YXYYY YYXYy YYYXY YYYYX YYyyy

Figura 1. Las 32 palabras de longitud 5 sobre X = {x,y} ordenadas de acuerdo
al orden monomial del ejemplo 3.6. {fig:areas)

el eje de abcisas. Por ejemplo, a la palabra v = zyzxyxyrzay le corresponde la poligonal

yesn(u) =4y a(u) =13.
Hay un orden monomial en (X) para el cual si u, v € (X) se tiene u < v sii
o [u] <,
* o ful = v y n(u) <n(v),
o o |ul = [v|, n(u) =n(v) y a(u) = a(v).
En la Figura 1 estdn dibujadas las poligonales correspondientes a todas las palabras de longitud 5 (1@}

ordenadas de acuerdo a este orden.
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La condicion de cadena descendente

3.7. Decimos que un conjunto ordenado P satisface la condicion de cadena descendente si no
existe ninguna sucesién (p;);en tal que p; > p;+1 para todo i € N. Equivalentemente, P satisface
la condicién de cadena descendente si cada vez que (p;)ien es una sucesién descendente en P, de
manera que p; > p;4+1 para todo ¢ € N, existe ig € N tal que p; = p;, para todo ¢ > iy —es decir,
si toda sucesién en P no creciente a la larga se estabiliza.

Por otro lado, decimos que un conjunto totalmente ordenado P estd bien ordenado si todo
subconjunto no vacio de P tiene un minimo. El ejemplo fundamental de conjunto bien ordenado

es N, cuando esta dotado de su orden usual.
3.8. Cuando el conjunto esta bien ordenado, estos dos conceptos coinciden:

Lema. Un conjunto totalmente ordenado estd bien ordenado si y solamente si satisface la

condicion de cadena descendente.

Demostracion. Sea P un conjunto totalmente ordenado. Si existe una sucesion estrictamente
decreciente (p;)icn en P, es claro que el conjunto {p; : i € N} no tiene minimo: esto muestra
que la condicién del enunciado es necesaria. Reciprocamente, supongamos que @ C P es un
subconjunto no vacio que no tiene minimo. Sea p; € @) un elemento arbitrario. Como @ no
tiene minimo, p; no es el minimo de @ y, entonces, existe ps € @) tal que o bien p; y p2 no son
comparables o bien ps < p; y, como P esta totalmente ordenado, la primera posibilidad no puede
ocurrir. De la misma forma, ps no es un minimo de ), asi que existe p3 € Q tal que p3 < p2 v,
continuando de esta forma, podemos construir una sucesién (p;);en de elementos de P que es

estrictamente decreciente. O

3.9. Necesitaremos el siguiente lema en la prueba del Teorema 3.10.

Lema. Si P es un conjunto bien ordenado, entonces toda sucesion de elementos de P posee una

subsucesion no decreciente.

Demostracion. Consideremos una sucesién (p;);>1 en P. Construimos una sucesiéon (u;)i>1
de elementos de P y otra (j;);>1 de enteros positivos de forma inductiva, empezando con
wr=min{p;:i>1} yji=min{i e N:p, = u1}. Si k> 1y ya construimos ui y ji, entonces
ponemos fig+1 = Min{p; : ¢ > jr} v jet1 = min{i : i > ji,pi = prt1}-

Es claro de la construccién que ji < jp41 para todo k> 1y que pj;, = pu1 <pj,, ysik > 2,

entonces
Dje = pik = min{p; 14 > jr_1} <min{p; 10 > jr} = prr1 = pjy,, -

Esto muestra que (pj, )x>1 es una subsucesién de (p;);>1 que es no decreciente. O

3.10. Teorema. Si X = {x,y} tiene dos elementos, entonces todo orden monomial sobre X*

satisface la condicion de cadena descendente.
Demostracidn. Supongamos que hay una sucesién de monomios (w;);>1 en X* que es estrictamente
decreciente para el orden <. Como la sucesién (zw;);>1 tiene entonces la misma propiedad,

podemos suponer, de hecho, que todos los monomios w; empiezan con la letra x.

11
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Si w € X* es un monomio, sea ¢(w) la cantidad de veces que xy aparece en w, esto es,
¢<U}) = #{(U,’U) (S X*x X*: w = uxyfu}

Supongamos que la sucesién (¢(w;));>1 de enteros no es acotada. Sil = |w;], existe ¢ > 1 tal que

¢(wy) > 1, y entonces hay monomios ay, ..., ag € X* tales que
W = QOTYQTYQ2 - * - TYQ.

Siw=uay---a conay, ..., ay € X, entonces es a; < xyq; para cada i € [I], porque a; es un

factor de zya;, y se sigue de esto que
wp =ay---aq X xYQq - Yo < Wy

Esto es absurdo, porque wi > w;.

Vemos asi que la sucesién (¢(w;))i>1 es acotada. Es claro que existe entonces s € Ny tal que
el conjunto {i € N : ¢(w;) = s} es infinito y, a menos de reemplazar a la sucesién (w;);>1 por una
de sus subsucesiones, podemos asumir que, de hecho, ¢(w;) = s para todo i > 1.

Si fuese s = 0, tendriamos que para cada i > 1 existe n; € Ny con w; = 2™ y, como

ng

xr
T =Wz wip = xT

que n; > n;y1. Esto es imposible y debe ser, en consecuencia, s > 0. Se sigue de esto que para

cada ¢ > 0 hay enteros positivos m; 1,..., m; 25 tales que

M, 1,,M5,2 M3, M4 | M 2s

w; =T T cegMb2e—ly

) )

De acuerdo al Lema 3.9, existe una subsucesién de la sucesién (m; 1);>1 que es no decreciente.
Reemplazando a la sucesién (w;);>1 por una de sus subsucesiones, entonces, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que, de hecho, m;; < m;y11 para todo ¢ > 1. Hecho esto, otra vez
usando aquel lema vemos que existe una subsucesién de (m; 2);>1 que es no decreciente y que, en
consecuencia, podemos suponer que m; 2 < Mm;41,2 para todo i > 1.

Continuando de esta forma, concluimos que podemos suponer, de hecho, que m; ; < m;11 ;
para todo ¢ > 1y todo j € [2s]. En particular, tenemos que x™1:2i-1 < g™2.2i-1 ¢ 1.2 < ™22

para cada j € [s] y, en consecuencia, que

mi,1,,M1,2 ml,sym1,4,mel,Qs—lyml,zs

Wi =T Y T

< xmz,lymzzl.mz,symz,z; . xm2,2571ym2,25 = ws
Esto es absurdo, ya que w; > wsy por hipdtesis. Esta contradiccion muestra que no puede ocurrir
que la sucesién (¢(w;))i>1 sea acotada, y completa la prueba del teorema. O

3.11. Teorema. Todo orden monomial total en un monoide libre es un buen orden.

Demostracion. To be done O

3.12. Todo orden en un conjunto puede refinarse a un orden total,

12



§4. Sistemas de reescritura

4.1. Fijemos un conjunto X y un anillo conmutativo k.

4.2. Si u € (X), hay una tnica funcién k-lineal cf,, : k(X) — k tal que cf,(u) =1y cf,(v) =0
para todo v € (X) distinto de u. Si a € k(X), llamamos a cf,(a) el coeficiente de u en a,
decimos que u aparece en a si cf,(a) # 0y, en ese caso, que el elemento cf,(a)u de k(X) es un
término de a. Se sigue inmediatamente del hecho de que (X) es una base de k(X) que si a € A,
entonces hay un numero finito de palabras de (X) que aparecen en a, que a tiene entonces un

numero finito de términos y que, de hecho, es igual a la suma de éstos.

4.3. Llamamos a los elementos de (X) x k(X) reglas. Si o € (X) x k(X), escribimos w, y fo a
las componentes de o, de manera que o = (w, f) v, cuando sea conveniente, escribimos a o en
la forma wy ~ f,. Una reduccién bdsica es una terna ordenada r = (u,0,v) en la que u y v
son palabras y ¢ es una regla; si queremos poner de manifiesto a la segunda componente de r
decimos que estd asociada a o. Escribimos & al conjunto de todas las reducciones bésicas y
llamamos reducciones a los elementos del monoide libre (#) generado por Z.

Sir = (u,0,v) € Z, hay una funcién k-lineal 7 : k(X) — k(X) tal que para cada a € k(X) es

7(a) = a — cfyp, v (@)u(w, — fo)v. (7)

Si a € k(X) es tal que #(a) = a, decimos que r actia trivialmente sobre a. Es 7 = idy(x) siy
solamente si w, = f,. En efecto si vale la condicién es claro de (7) que # is la funcién identidad
y, reciprocamente, si wy, # fy, entonces uw,v — #(uwyv) = u(ws — fo)v # 0, ya que ni v ni v son
divisores de cero en k(X), de acuerdo a la Proposicién 2.3.

Si vemos a Endi(k(X)) como un monoide con la composicién como operacién, la Proposi-
cién 1.6 nos dice que existe un tinico morfismo de monoides (#) — Endg(k(X)) que extiende
a la funcién r € Z — 7 € Endg(k(X)). Escribiremos 7 a la imagen de un elemento arbitrario r
de (X) por ese morfismo, extendiendo la notacién usada para reducciones bésicas. Es claro que

si T =17, 11 es una reduccién con 1y, ..., r, € X, entonces * = 7, 0+ 071

4.4. Un sistema de reescritura es un subconjunto ¥ C (X) x k(X) tal que
para todo o € X2 es wy # fy.

Escribimos %Zs; al conjunto de reducciones bésicas asociadas a las reglas de ¥, a las que llamamos
simplemente reducciones bdsicas de X, y los elementos del submonoide (Zx) de (#) son las
reducciones de X.

A ¥ asociamos el ideal bildtero Iy de k(X) generado por el conjunto Sy, = {w, — fy : 0 € X}
y el dlgebra Ay, = k(X)/Ix. Si ¢ : k(X) — A es la proyeccién candnica, entonces (X, Sy, ¢) es

una presentacién del dlgebra Ay.

4.5. Un elemento a € k(X) es irreducible con respecto a ¥ si #(a) = a para todo r € Zx y en

ese caso, por supuesto, tenemos mds generalmente que 7#(a) = a para toda reduccién r de X.

13

{eq:hatr}

{prop:sigmacirr}



Proposicién. Un elemento de k(X) es irreducible si y solamente si no aparece en él ningin

monomio de (X) que tiene un factor de la forma w, con o € . El subconjunto k(X);,, de k(X)

de los elemento irreducibles es un k-submaodulo.

Demostracion. Sia € k(X), la ecuacién (7) deja en claro que a es irreducible sii cf,,,,»(a) =0
para toda reduccién bésica (u, 0,v), esto es, si no aparece en a ningiin monomio de la forma uw,v
con o € ¥, como afirma la proposicion. Es k(X);,, = (,c,, ker(7 —idy(x)) y para cada r € s,

la funcién 7 — idyx) es k-lineal, asf que k(X),;,, es un k-submédulo de k(X). O

elemento a es de reduccion finita con respecto a ¥ si cada vez que (r;);>1 €s una sucesion
de reducciones de ¥ existe 79 > 1 tal que para todo ¢ > iy la reduccién r; actiia trivialmente sobre
(ri—1---71)"(a). Notemos que si i tiene esta propiedad, cualquier entero mas grande también la
tiene; por otro lado, para que a sea de reduccién finita es suficiente que la condicién se cumpla

para sucesiones de reducciones bésicas.

Proposicion. El conjunto k(X ), de los elementos de reduccion finita dek(X) es un k-submddulo.
Sir es una reduccion, entonces 7(k(X)g,) C k(X)g,-
Demostracion. Sean a, b € k(X) dos elementos de reduccién finita y sea A € k. Sea (r;);>1 una
sucesién de reducciones de ¥.. Por hipétesis, existe ig > 1 tal que para cada ¢ > ig la reduccién r;
actia trivialmente tanto sobre (r;_1 ---71)"(a) como sobre (r;—1---r1)"(b) y entonces también
acttia trivialmente sobre (r;—1 ---7r1)"(a + Ab). Esto muestra que a + Ab es de reduccién finita.
Sean ahora a € k(X) un elemento de reduccién finita y r una reduccién. Sea (r;);>1 es una
sucesion de reducciones y consideremos la nueva sucesién (s;);>1 con s; =ry s; = r;_1 para cada
i > 1. Como a es de reduccién finita, existe ig > 1 tal que para cada i > iy la reduccién s; actia
trivialmente sobre (s;—1 ---s1)"(a) y podemos suponer, de hecho, que ig > 1. Esto significa, ni
més ni menos, que para cada i > ip— 1 la reduccién r; acttia trivialmente sobre (r;—1 - --71)"(#(a)).

Vemos de esta forma que 7(a) es de reduccién finita. O

4.6. Sia € k(X) y r es una reduccién de ¥, decimos que r es final para a si #(a) es irreducible.

Proposicién. Si a € k(X) es de reduccion finita, entonces existe una reduccién r que es final

para a.

Demostracion. Consideremos el conjunto W de todas las sucesiones finitas de reducciones
(ri)i<i<n de longitud n > 0 tales que para cada i € [n] la reduccién r; actia no trivialmente
sobre (r;_1---71)"(a). Definimos un orden < sobre W: si p = (r;)1<i<n ¥ 0 = (8i)1<i<m son
dos elementos de W, ponemos p < o si y solamente si n < m y r; = s; para cada i € [n]; es
inmediato verificar que de esta forma obtenemos en efecto una relaciéon de orden.

Afirmamos que hay en W elementos maximales. Si no fuese ése el caso, existiria una sucesion
(pj)j>1 de elementos de W con p; < pji1 para todo j > 1. Si p; = (7j4)1<i<n, para cada
J = 1, entonces tenemos que n; < n;4; para todo j > 1, de manera que, de hecho, n; > j
cualquiera sea j. Pongamos s; = r; ; para cada ¢ > 1 y consideremos la sucesién (s;);>1; se tiene
que s; = 7;; siempre que 1 <7 < j. Si4 > 1, entonces s; = r;; actlia no trivialmente sobre
(sic1--+81)" (@) = (ric1i—1---11,1) " (a) = (15,5-1---7,1) " (a) porque p; € W. Esto es imposible,

ya que a es de reduccién finita.
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Sea, entonces, p = (7;)1<i<n Un elemento maximal de W y consideremos la reduccién
r=ry,---r1. El elemento 7(a) es irreducible: si no lo fuera, existirfa una reducccién r,41 de ¥
que actia no trivialmente sobre 7(a) y, entonces, la secuencia p’ = (7;)1<i<n+t1 Seria un elemento

de W. Como p < p/, esto es absurdo. Vemos asi que r es una reduccién final para a. O

4.7. Un elemento a € k(X) es de reduccion tinica si es de reduccién finita y existe rs(a) € k(X)
tal que para cada reduccién r € (%x) que es final para a es #(a) = rz(a). Notemos que como
a es de reduccion finita, entonces existen efectivamente reducciones que son finales para a,
y en consecuencia el elemento rs(a) estd univocamente determinado por a. Si escribimos
k<X>uniq
ry  k(X)

al conjunto de los elementos de reduccién unica, obtenemos de esta forma una funcién

uniq - k<X>irr'

4.8. Una propiedad fundamental de los elementos de reduccién tnica es la siguiente:

Proposicién. Si a € k(X) es de reduccion dnica y r es una reduccidn, entonces eriste una
reduccion v’ tal que #(#(a)) = rs(a). El elemento #(a) es de reduccion dnica y rs(#(a)) = rs(a).
Demostracidn. Construimos una sucesién de reducciones bésicas (r;);>1 inductivamente, empe-
zando con r1 = r.Si¢ > 1y ya elegimos las reducciones 71, ..., 7;, entonces o bien el elemento
b= (r;---r1)"(a) es irreducible o no: en el primer caso, elegimos ;11 en Zx arbitrariamente,
y en el segundo elegimos ;11 € Zs, de manera que 7;41(b) # b. Como a es de reduccién finita,
existe ig > 1 tal que para cada i > i la reduccion r; actia trivialmente sobre (r;_1---71)"(a).
La forma en que construmos la sucesién (r;);>1 implica entonces que si ponemos 1’ = r;, - - - ra, se
tiene que 7' (#(a)) = (ri, - - -r1)"(a) es irreducible, de manera que la reduccién 'r es final para a.
Como a es de reduccién tnica, vemos entonces que 7/ (7(a)) = rs(a).

De la Proposicién 4.5 sabemos que 7(a) es de reduccién finita. Si s es una reduccién final
para 7(a), entonces la parte del lema que ya probamos nos dice que existe una reduccién ¢
tal que #(3(7(a))) = t((sr)"(a)) = rs(a). Como s es final para #(a), el elemento $(7(a)) es
irreducible, y entonces t actta trivialmente sobre él: esto nos dice que, de hecho, §(#(a)) = rs(a).
El lado derecho de esta tltima igualdad no depende de r, asi que #(a) es de reduccién tnica y

re(#(a)) = rs(a). Esto completa la prueba de la proposicién. O
4.9. Un corolario inmediato de esta proposicién es el siguiente resultado que nos permite reconocer
la forma final de un elemento de reduccién finita.

Corolario. Si a € k(X) es de reduccién dnica y r es una reduccion tal que 7#(a) es irreducible,

entonces rx(a) = #(a).

Demostracion. En efecto, en ese caso la reduccién v’ cuya existencia afirma la proposicién actia

trivialmente sobre #(a) y, en consecuencua, #(a) = rs(a). O
4.10. Proposicién. k(X) . es un k-submddulo de k(X)g, y la funcion rs : k(X) niq = K(X);,
es k-lineal. Sir es una reduccidn, entonces #(k(X),niq) € k(X) niq-

Demostracion. Sean a y b dos elementos de k(X) de reduccién tnica y sea A € k. De acuerdo a
la Proposicion 4.5 el elemento ¢ = a + A\b es de reduccién finita.

Sea r una reduccién final para c. Como a es de reduccién unica, hay una reduccién r; tal que
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71(f(a)) = rs(a), y como b es de reduccién tinica, hay una reduccion ro tal que 75 (71 (7(b))) = rs(b).

Tenemos entonces que

7(e) = o (F1(F(x))) porque #(x) es irreducible
= Fa(F1(7(0))) + Moo (71 (7))
= fa(rg(a)) + Ars(d)
=rx(a) + Ars(b) porque rx(a) es irreducible.

El dltimo miembro de esta cadena de iguadades es independiente de 7, asi que ¢ es de reduccién
Unica y, de hecho, rs(¢) = rg(a) + Mrs(b). Esto prueba las dos primeras afirmaciones de la
proposicién.

Para ver la tercera, sea a € k(X) un elemento de reduccién tnica y r una reduccién. De la
Proposicién 4.5 sabemos que #(a) es de reduccion finita. Si s es una reduccion final para 7(a),
entonces §(7(a)) es irreducible e igual a (s7)"(a). Como a es de reduccién vinica, esto implica que,

de hecho, §(#(a)) = rs(a). Asi, §(#(a)) no depende de s y #(a) es de reduccién unica. O

4.11. Proposicién. Sean a, b, ¢ € k(X) tales que cada vez que u, v, w € (X) son monomios
que aparecen en a, b y c, respectivamente, el producto uvw es de reduccion unica. Sir es una

reduccion de 3, entonces af(b)c es de reduccidn unica y rs(af(b)c) = re(abe).

Notemos que la hipdtesis implica, de acuerdo a la Proposicién 4.10, que abc es de reduccién

lnica, y entonces tiene sentido hablar de rs(abc).

Demostracion. Sea r una reduccién. Si ui, ..., Up, quUe V1, ..., Uy ¥ Wi, ..., Wp SON los

monomios que aparecen en a, en b y en ¢, respectivamente, de manera que a = .., cf,, (a)u;,
_\ym , _ NP

b=73 "7, cfy;(b)v; y e =377, cfy, (c)ws, entonces

ai(b)e= > cfy,(a)cfy, (b) cfu, (c) uif(v;)ws
1<i<n
1<j<m
1<k<p

y, como k(X )uniq es un k-submédulo, vemos que para mostrar que af(b)c es de reduccién tnica
alcanza con mostrar que u;7(v;)wy lo es cualquier sean i € [n], j € [m] y k € [p]. Esto significa
que para probar a proposicién alcanza con mostrar que es cierta en el caso particular en el que

a, by ¢ son monomios. Pongdmonos entonces en ese caso.

Supongamos que r = 1, ---71 con rq, ..., r, reducciones bésicas de ¥ y que para cada
i € [n] es r;, = (ui,04,v;). Podemos entonces considerar para cada i € [n] la reduccién
bésica s; = (au;,04,v;¢) v la reducciéon s = s, ---s1. Como abc es de reduccién unica, la

Proposicién 4.10 nos dice que §(abc) es de reduccién tnica y existe entonces una reduccién ¢
tal que #(3(abc)) = rx(abc). Como 5(abc) = ar(b)e, esto nos dice, por un lado, que af(b)c es de
reduccién tnica y, por otro, que rx(ar(b)c) = rs(abc) ya que t(a(b)c) = t(5(abc)) = rs(abc) y
este ultimo elemento es irreducible. O
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§5. El lema del diamante

5.1. Fijemos un conjunto X, un anillo conmutativo k y un sistema de reescritura 3 C (X) x k(X).

5.2. Consideremos una 5-upla a = (o, 7,u,v,w) con o, 7 € ¥y u, v, w € (X). Decimos que « es

una ambigiiedad por solapamiento de ¥ si los monomios u, v y w tienen longitud positiva,

Wy = uv 'y wy = vw y que es resoluble si existen reducciones r, ' tales que #(f,w) = 7' (uf;).
Por otro lado, la 5-upla «a es una ambigiiedad por inclusion si o # 7, w, = v y w, = abc

y en ese caso es resoluble si existen reducciones r y ' tales que #(uf,w) = #(f;).

5.3. Sea < un orden monomial sobre (X). Decimos que < es compatible con ¥ si para cada
o € ¥ y cada monomio u que aparece en f, tenemos que u < w,. Si ese es el caso, para cada
monomio w € (X) consideramos el k-submédulo I, de k(X) generado por el conjunto

{u(ws, — fo)v:u,v € (X),0 € L, uw,v X w}

Si w’ es otro monomio y w’ < w, es claro que I, C I,,.

5.4. Proposicién. Si existe un orden monomial < en (X) compatible con ¥ y que satisface la

condicién de cadena descendente, entonces todo elemento de k(X) es de reduccion finita.

Demostracion. Sea a € k(X), sea (r;);>1 una sucesién de reducciones y, para llegar a un absurdo,
supongamos que para todo ¢ > 1 la reduccién r; actia no trivialmemente sobre (r;_1 ---71)"(a).
O

5.5. Si @ = (0,7,u,v,w) es una ambigiiedad de ¥, decimos que « es resoluble con respecto
al orden < si fow — uf; € I, en caso que « sea una ambigiiedad por solapamiento y si

ufow — fr € Iy €n caso que « sea una ambigiiedad por inclusién.

Lema. Una ambigiiedad de 3 que es resoluble es resoluble con respecto a cualquier orden monomial

compatible con 3.

Demostracion. Supongamos que u es un monomio y 7 = (a, o, ¢) una reduccién béasica de . Si
u # awyc, entonces 7#(u) = u; si en cambio u = aw, ¢, es #(u) = afyc y esto es un elemento de I,
porque el orden < es compatible con 3. En cualquier caso, entonces, tenemos que v — #(u) € I,.

O

5.6. Estamos por fin en condiciones de enunciar el resultado que motiva estas notas:

Teorema. Sea X un conjunto, k un anillo conmutativo, & C (X) xk(X) un sistema de reescritura
y < un orden monomial en (X) que es compatible con ¥ y que satisface la condicion de cadena
descendente. Las siguienes afirmaciones son equivalentes:

(a) Todas las ambigiiedades de 3 son resolubles.

(b) Todas las ambigiiedades de X son resolubles con respecto a <.

(¢) Todos los elementos de k(X) son de reduccién inica con respecto a X.

(d) Se tiene que k(X) = Iy, ® k(X);,,-

Demostracion. O
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§6. Ejemplos
§7. Ejercicios
1. (¢) Si X e Y son dos conjuntos y k un cuerpo, lis k-dlgebras k(X) y k(Y') son isomorfas

si y solamente si X e Y tienen el mismo cardinal.

(#) No toda subalgebra de un &lgebra libre es libre; por ejemplo, k|22, y3] es una subélgebra
de k[z] que no es libre. P. Cohn dio en [Coh64] una caracterizacién de las subédlgebras

que son libres.
f(4ii) Si X es un conjunto con mas de un elemento, entonces existen en k(X) subélgebras

libres de rango numerable y, entonces, subalgebras libres de todos los rangos finitos.

2. Muestre que los érdenes descriptos en los ejemplos de la Seccién 3 son efectivamente 6rdenes

monomiales.
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