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UN POCO DE HISTORIA...

@ 1852 - Francis Guthrie plantea la conjetura.

o 1878- Arthur Cayley publica la conjetura.

@ 1879 - Alfred Kempe publica la primera “demostracién”,
Percy Heawood encuentra un error 11 aios después.

o 1880 - Peter Tait publica otra “demostracién”, Julius
Petersen encuentra un error 11 afios después.
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UN POCO DE HISTORIA...

1913 - George Birkhoff realiza importantes avances.

1922 - Philip Franklin demuestra la conjetura para mapas con
a lo sumo 25 paises.

@ 1969 - Heinrich Heesch: configuraciones reducibles y
configuraciones inevitables.

1976 - Kenneth Appel y Wolfgang Haken prueban la
conjetura.
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LA DEMOSTRACION...

@ Ulrich Schmidt encuentra un “error” en la demostracién de
Appel y Haken.

@ 1989 - Appel, Haken:
MATHEMATICS

Every Planar Map
is Four Colorable

Kenneth Appel and
Wolfgar ken

@ 1997 - Neil Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour y Robin
Thomas: simplifican la demostracién de Appel y Haken.

@ 2005 - Georges Gonthier y Benjamin Werner: A
computer-checked proof of the Four Colour Theorem.
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Thomas L. Saaty.

Thirteen colorful variations on Guthrie's four-color conjecture.
Amer. Math. Monthly, 79:2-43, 1972.
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FORMULACIONES EQUIVALENTES

PRODUCTO VECTORIAL EN R3.
Base canénica: {e; = (1,0,0),e; = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}

ViAWwA--- AV,
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PRODUCTO VECTORIAL EN R3.
Base canénica: {e; = (1,0,0),e; = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}

ViAWwA--- AV,

(el/\el)/\e3 75 e1/\(e1/\e3)
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FORMULACIONES EQUIVALENTES

PRODUCTO VECTORIAL EN R3.
Base canénica: {e; = (1,0,0),e; = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}

ViAWwA--- Ay,

(1 Nel)ANes# e A(er Aes)

(el/\e3)/\e1 = e1/\(e3/\e1)

TEOREMA (KAUFFMAN, 1990):

Dadas dos asociaciones de la expresion vi A v A --- A v, existe una
eleccién de los vectores v; € {e1, e, e3} para la cual las dos
asociaciones son iguales y no nulas.

MARIA JULIA REDONDO UN ENFOQUE CATEGORICO



EJEMPLO 1: MAXIMO cOMUN DIVISOR

Sean a, b € Z no simultdneamente nulos. Se llama maximo comiin
divisor de a y b al mayor de los divisores comunes de a y de b.

MARfA JULIA REDONDO UN ENFOQUE CATEGORICO



EJEMPLO 1: MAXIMO cOMUN DIVISOR

DEFINICION 1

Sean a, b € Z no simultdneamente nulos. Se llama maximo comiin
divisor de a y b al mayor de los divisores comunes de a y de b.

DEFINICION 2

Sean a, b € Z no simultdneamente nulos. Un niimero natural d se
dice maximo comun divisor de a y b si verifica

Q@ d/ay d/b;
@ sid'/ay d'/b entonces d'/d.

| \
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EJEMPLO 2: INTERSECCION DE CONJUNTOS

Dados dos conjuntos A y B se llama intersecciéon de Ay B al
conjunto de elementos comunes a Ay a B.
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EJEMPLO 2: INTERSECCION DE CONJUNTOS

Dados dos conjuntos A y B se llama intersecciéon de Ay B al
conjunto de elementos comunes a Ay a B.

Dados dos conjuntos A y B, un conjunto D se dice interseccion
de Ay B si verifica

@ DCAyDCB;
Q@ siD'C Ay D' C B entonces D' C D.
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EJEMPLOS 1 v 2:

d = (a,b)

d

/N

MARfA JULIA REDONDO UN ENFOQUE CATEGORICO
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EJEMPLOS 1 v 2:

d=(2.5)
d/

d D

/N /N

a b A B

MARfA JULIA REDONDO UN ENFOQUE CATEGORICO



EJEMPLOS 1 v 2:

d=(2.5)
d’ D’

d D

/N 2\

a b A B
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EJEMPLOS 1 v 2:

4= ()
d’ D’

d D

/N 2\

a b A B

((a,b), ¢) = (a, (b, c)) (ANB)NC=AnN(BNC) J
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EJEMPLO 3: LA FUNCION EXPONENCIAL
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EJEMPLO 3: LA FUNCION EXPONENCIAL

DEFINICION 1

e = lim (1+ f)"
n—oo n )

DEFINICION 2

e* es solucién de la ecuacién diferencial f/(x) = f(x) con
condicién inicial £(0) = 1.
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EJEMPLO 3: LA FUNCION EXPONENCIAL

DEFINICION 1

e = lim (1+ f)"
n—oo n

DEFINICION 2

e* es solucién de la ecuacién diferencial f/(x) = f(x) con
condicién inicial £(0) = 1.

PROPOSICION:

| \

et = Xe¥

\
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EJEMPLO 3: LA FUNCION EXPONENCIAL

DEFINICION 1

e = lim (1+ f)"
n—o00 n

DEFINICION 2

| A

e* es solucién de la ecuacién diferencial f/(x) = f(x) con
condicién inicial f(0) = 1.

PROPOSICION:

| A\

et = Xe¥

\

Demostracion:
etY y eXe¥ son soluciones de la ecuacién diferencial f/(x) = f(x)
con condicién inicial f(0) = e”, y esta solucién es dnica.
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EJEMPLO 4: LA INTEGRAL DE LEBESGUE

fol es la tnica funcional lineal acotada definida en L1[0, 1] que
satisface

° fo x)dx = 2{f0 (3) dX"’fo F(*5H)dx},
° fo ldx =1.

Tom Leinster
The categorical origins of Lebesgue integration
Category Theory 2014, Cambridge, 29 June — 5 July 2014
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FUNCIONES SOBREYECTIVAS Y EPIMORFISMOS

Una funcién f : A — B se dice sobreyectiva si Im f = B.
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FUNCIONES SOBREYECTIVAS Y EPIMORFISMOS

Una funcién f : A — B se dice sobreyectiva si Im f = B.

DEFINICION 2.

Una funcién f : A — B se dice un epimorfismo si para todo par de
funciones g, h: B — C tales que gof = ho f se tiene que g = h.

AL-BT>C, gof=hof = g=h
h
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_Funcion sosmvmoT

(f:A—)Bessobreyectiva] A—f>BVC, gof=hof

h

DA



FUNCION SOBREYECTIVA —> EPIMORFISMO

g
[f:A—)Bessobreyectiva] A*f>B:C, gof=hof
h
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FUNCION SOBREYECTIVA —> EPIMORFISMO

g
[f:A—)Bessobreyectiva}@*f>B:C, gof=hof
h
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FUNCION SOBREYECTIVA —> EPIMORFISMO

g
[f:A—)Bessobreyectiva}@*f>B:C, gof=hof
h
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EPIMORFISMO —> FUNCION SOBREYECTIVA

[f no sobreyectiva] == [f no epimorfismo]
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EPIMORFISMO —> FUNCION SOBREYECTIVA

[f no sobreyectiva] == [f no epimorfismo]

Buscamos g,h: B — C talesque gof = hofyg# h.
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EPIMORFISMO —> FUNCION SOBREYECTIVA

[f no sobreyectiva] = [f no epimorfismo]

Buscamos g,h: B — C talesque gof = hofyg# h.

g(e)=e ®
* h(e)=e
A #) B T= e C = °
Im f g=id Im f
h=id
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EPIMORFISMO 7 MORFISMO SOBREYECTIVO

o “epimorfismo” = “morfismo sobreyectivo” en
o conjuntos y funciones,
espacios vectoriales y transformaciones lineales,
grupos y morfismos de grupos,
espacios topoldgicos y funciones continuas,

© © o
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o “epimorfismo” = “morfismo sobreyectivo” en

o conjuntos y funciones,

o espacios vectoriales y transformaciones lineales,
o grupos y morfismos de grupos,

o espacios topoldgicos y funciones continuas,

o el morfismo de anillos Z < QQ es un epimorfismo no
sobreyectivo;
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EPIMORFISMO 7 MORFISMO SOBREYECTIVO

o “epimorfismo” = “morfismo sobreyectivo” en
o conjuntos y funciones,
o espacios vectoriales y transformaciones lineales,
o grupos y morfismos de grupos,
o espacios topoldgicos y funciones continuas,
o el morfismo de anillos Z < Q es un epimorfismo no
sobreyectivo;

o la funcién continua de espacios de Hausdorff Q < R es un
epimorfismo no sobreyectivo.
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FORMULACION APROPIADA DEL PROBLEMA

Mapa Grafo planar G
Paises - Capitales Vértices V(G)
Par de paises limitrofes | Arista A(G)
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TEOREMA DE LOS SEIS COLORES

Si G es un grafo planar entonces x(G) < 6.

X(G) = el menor nimero de colores necesarios para colorear el
grafo G de manera tal que dos vértices que compartan la misma
arista tengan colores diferentes
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ANV
SN
I\




VERTICES, ARISTAS Y REGIONES DE UN GRAFO G

N
SN
I\

V(G)—A(G)+R(G)=12—11+1=2
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VERTICES, ARISTAS Y REGIONES DE UN GRAFO G

N
SN
I\

V(G)—A(G)+R(G)=12—11+1=2

V(G)— A(G)+ R(G)=12—-124+2=2
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AN
SINS
AN

V(G)—A(G)+R(G)=12—12+2=2




AN
SINS
AN

V(G)—A(G)+R(G)=12—12+2=2

V(G)—A(G)+R(G)=12—16+6 =2

«O>» «F>» «=» «E» = Q>




FOrMULA DE EULER

LEONHARD EULER 1707-1783

V(G) — A(G) + R(G) =2

MARfA JULIA REDONDO UN ENFOQUE CATEGORICO



DEMOSTRACION DE LA FORMULA DE EULER

Induccidn en el nimero de aristas:

N
SN
I\

2 = V(G) — A(G) + R(G
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DEMOSTRACION DE LA FORMULA DE EULER

Induccidn en el nimero de aristas:

N
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DEMOSTRACION DE LA FORMULA DE EULER

Induccidn en el nimero de aristas:

N\
/

/

N

2 = G) -  AG)
= (V(6)-1) - (A(G)-1)
= VG - A@G)
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DEMOSTRACION DE LA FORMULA DE EULER

Induccidn en el nimero de aristas:

s
%
TN

N
/
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DEMOSTRACION DE LA FORMULA DE EULER
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DEMOSTRACION DE LA FORMULA DE EULER

Induccidn en el nimero de aristas:

.
%
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DEMOSTRACION DE LA FORMULA DE EULER

Induccidn en el nimero de aristas:

.
%
%

N
/

2 V(G) —  AG)  + (G")
= V(G) - (A(G)-1) + (R(G)-1)
= V(G) — AG) +  R(G)
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LOS SEIS COLORES

— ([ A<3v-6<3v |
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LOS SEIS COLORES

— ([ A<3v-6<3v |

4

(2A=Y,vel0) ] =

MARIA JULIA REDONDO UN ENFOQUE CATEGORICO



DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LOS SEIS COLORES

= ( A<3v-6<3v |

4

[ 2A =3 cvgr(x) J e [ Ix eV gr(x)<6 ]
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LOS SEIS COLORES

Induccién en el nimero de vértices:

/|

AN
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LOS SEIS COLORES

Induccién en el nimero de vértices:

/|

AN
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LOS SEIS COLORES

Induccién en el nimero de vértices:

/|

N
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ENFOQUE CATEGORICO DEL PROBLEMA DE LOS
CUATRO COLORES

TEOREMA A (TEOREMA DE LOS CUATRO COLORES)

Si G es un grafo planar entonces x(G) < 4.

TEOREMA B

Todo epimorfismo definido en la categoria de grafos planares es
una funcién sobreyectiva.
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ENFOQUE CATEGORICO DEL PROBLEMA DE LOS
CUATRO COLORES

TEOREMA A (TEOREMA DE LOS CUATRO COLORES)

Si G es un grafo planar entonces x(G) < 4.

TEOREMA B

Todo epimorfismo definido en la categoria de grafos planares es
una funcién sobreyectiva.

” Teorema A < Teorema B H

@ Barry Fawcett.
A categorical characterization of the four colour theorem.
Canad. Math. Bull., 29(4):426-431, 1986.
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TEOREMA A — TEOREMA B

TEOREMA B

Todo epimorfismo definido en la categoria de grafos planares es
una funcién sobreyectiva.
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TEOREMA A — TEOREMA B

TEOREMA B

Todo epimorfismo definido en la categoria de grafos planares es
una funcién sobreyectiva.

U no sobreyectiva] = {f no epimorfismoj
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TEOREMA A — TEOREMA B

TEOREMA B

Todo epimorfismo definido en la categoria de grafos planares es
una funcién sobreyectiva.

U no sobreyectiva] = {f no epimorfismoj

G—"——G

veE G \Imf:
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TEOREMA A — TEOREMA B

TEOREMA B

Todo epimorfismo definido en la categoria de grafos planares es
una funcién sobreyectiva.

U no sobreyectivaj = [f no epimorfismo)

veE G \Imf:
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TEOREMA A — TEOREMA B

TEOREMA B

Todo epimorfismo definido en la categoria de grafos planares es
una funcién sobreyectiva.

U no sobreyectivaj = {f no epimorfismo)

coloreamos ]

T kl 5
h //

veE G \Imf:
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TEOREMA A — TEOREMA B

TEOREMA B

Todo epimorfismo definido en la categoria de grafos planares es
una funcién sobreyectiva.

U no sobreyectivaj = [f no epimorfismo)

coloreamos .

6T kl B
; .%

veG\Imf: g(v)=4, h(v)=5
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TEOREMA B =— TEOREMA A

TEOREMA A (TEOREMA DE LOS CUATRO COLORES)

Si G es un grafo planar entonces x(G) < 4.

@ S un grafo planar triangulado, x(S) = 5, cardinalidad de
V(S) minima;

e S\ {x} < S es un epimorfismo no sobreyectivo!
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TEOREMA B =— TEOREMA A

TEOREMA A (TEOREMA DE LOS CUATRO COLORES)

Si G es un grafo planar entonces x(G) < 4.

@ S un grafo planar triangulado, x(S) = 5, cardinalidad de
V(S) minima;
e S\ {x} < S es un epimorfismo no sobreyectivo!

8
S\{x}—~ST =6
h

Si fuera g(x) # h(x) entonces:

MARfA JULIA REDONDO UN ENFOQUE CATEGORICO



TEOREMA B =— TEOREMA A

TEOREMA A (TEOREMA DE LOS CUATRO COLORES)

Si G es un grafo planar entonces x(G) < 4.

@ S un grafo planar triangulado, x(S) = 5, cardinalidad de
V(S) minima;
e S\ {x} < S es un epimorfismo no sobreyectivo!

g
S\[—>ST 6
h
Si fuera g(x) # h(x) entonces:

o gr(g(x)) <3enlImf;
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TEOREMA B =— TEOREMA A

TEOREMA A (TEOREMA DE LOS CUATRO COLORES)

Si G es un grafo planar entonces x(G) < 4.

@ S un grafo planar triangulado, x(S) = 5, cardinalidad de
V(S) minima;
e S\ {x} < S es un epimorfismo no sobreyectivo!

8
S\{x}—~ST =6
h

Si fuera g(x) # h(x) entonces:
o gr(g(x)) <3enImf;

o f es una funcién inyectiva, entonces gr(x) < 3 en S;
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TEOREMA B =— TEOREMA A

TEOREMA A (TEOREMA DE LOS CUATRO COLORES)

Si G es un grafo planar entonces x(G) < 4.

@ S un grafo planar triangulado, x(S) = 5, cardinalidad de
V(S) minima;
e S\ {x} < S es un epimorfismo no sobreyectivo!

8
S\{x}—~ST =6
h

Si fuera g(x) # h(x) entonces:
o gr(g(x)) <3enImf;
o f es una funcién inyectiva, entonces gr(x) < 3 en S;

o S\ {x} se puede colorear con 4 colores;
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TEOREMA B =— TEOREMA A

TEOREMA A (TEOREMA DE LOS CUATRO COLORES)

Si G es un grafo planar entonces x(G) < 4.

@ S un grafo planar triangulado, x(S) = 5, cardinalidad de
V(S) minima;

e S\ {x} < S es un epimorfismo no sobreyectivo!

8
S\{x}—~ST =6
h

Si fuera g(x) # h(x) entonces:
o gr(g(x)) <3enImf;
o f es una funcién inyectiva, entonces gr(x) < 3 en S;
o S\ {x} se puede colorear con 4 colores;

@ S se puede colorear con 4 colores.
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TEOREMA B & TEOREMA A

TEOREMA A (TEOREMA DE LOS CUATRO COLORES)

Si G es un grafo planar entonces x(G) < 4.

TEOREMA B

Todo epimorfismo definido en la categoria de grafos planares es
una funcién sobreyectiva.

@ Barry Fawcett.
A categorical characterization of the four colour theorem.
Canad. Math. Bull., 29(4):426-431, 1986.
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