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Problema de geometrizacién

Topologia Geometria

@ Variedades @ Variedades riemannianas
topoldgicas @ Nocién de distancia entre puntos

@ Dimensidn o Angulos entre curvas que se

@ Nocién de proximidad intersectan
(cualitativa) e Funciones diferenciables

@ Funciones continuas o Isometrias

@ Homeomorfismos o Gradiente, hessiano, laplaciano,

etc.

La misma variedad topoldgica puede admitir distintas geometrias.



Pregunta
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Teorema (Uniformization theorem)

Sea M una superficie de Riemann simplemente conexa. Entonces
M admite una y sélo una de las siguientes geometrias:

o la geometria del plano euclidiano;
@ la geometria de la esfera;

@ la geometria del plano hiperbdlico.

Superficies de Riemann

Localmente lucen como el
plano complejo. Sus puntos
pueden describirse usando
coordenadas complejas
z=x+ iy y los cambios
de coordenadas estdn
dados por una
transformacién holomorfa.
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Teorema (Clasificacién topoldgica)

Las superficies cerradas orientables se clasifican, salvo
homeomorfismo, de acuerdo a su género.

o Cerrada: compacta sin borde —
@ Orientable: tiene dos lados .

@ Género: cantidad de agujeros

0o




Teorema (Clasificacién geométrica)

Una superficie cerrada y orientable admite (esencialmente) una
tnica geometria de curvatura constante. Luego, las superficies
cerradas y orientables estan clasificadas de acuerdo a su
caracteristica de Euler.

Caracteristica de Euler

x=V—-E+F

Gauss-Bonnet

1
KdA
X o

Superf. cerr. orientable

X=2-2g8




x(M) | K
2 >0
0 =0
-2 | <0
-4 | <0

El signo de la
caracteristica de Euler
determina qué tipo de
geometria de curvatura
constante admite M



El caso tridimensional es mas complejo de describir.

© Descomponemos el espacio en sumandos primos.

@ Problema de geometrizacién para sumandos primos.

Teorema (Descomposicién prima)

Si M es una 3-variedad cerrada y orientable, entonces M es la
suma conexa

M= Pi#Pydt 4Py

de las variedades primas P, ..., P,. Los sumandos primos P; y la
descomposicion anterior son tinicos salvo homeomorfismo,
reordenamiento y agregado o quitado de esferas tridimensionales.
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Suma conexa

La suma conexa de dos
3-variedades se realiza

quitando el interior de una A \ / B

bola tridimensional en cada
una de ellas y pegando por la m
A#EB

esfera que rodea dicha bola.

v

3-variedad prima
PAM#EN

Lema J
con M, N # S3

M=M 4 S3




Teorema (Conjetura de Geometrizacién de Thurston)

Sea P una 3-variedad cerrada, orientable y prima. Entonces P se
puede cortar a lo largo de toros de tal forma que los interiores de
las partes resultantes admiten una geometria que puede ser
modelada por una de las ocho geometrias de Thurston.

Bill Thurston
1946-2012




La conjetura de Thurston implica la conjetura de Poincaré

Teorema (Conjetura de Poincaré)

Toda 3-variedad cerrada simplemente
conexa es homeomorfa a la esfera S3.

Henri Poincaré 1854-1912



La conjetura de Thurston

y la conjetura de Poincaré
fueron probadas por Grisha
Perelman en 2002-2003

= r——— La demostracién se basa en
&) viorry

el flujo de Ricci
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i Qué es una geometria modelo?
@ Un espacio simplemente conexo M

e Un grupo de Lie (maximal) G de transformaciones de M,
transitivo y con estabilizadores G, compactos para todo p

Accidn transitiva Estabilizador

Para todos p, g € M existe
’ Gp = G: . =
geGtalqueg=g-p p=1{ge g-p=p}

Ejemplo (geometria euclidea)
M=R® G=R*%x0(3) G,=T, 0(3) (Tp)"
Toda isometria del espacio euclideo g = T, o A tiene una parte de

e traslacion: T,(x) = x + v y una parte de
e rotacion: A(x) = Av, con A € O(3) (matriz ortogonal)




iCémo se modela una 3-variedad X en (M, G)?

X=MN\M=M/~
en donde [ es un subgrupo de G
@ sin puntos fijos
o discreto
epr~gqgsig=y-ppanvyel

Ejemplo euclideo

La dnica posibilidad para X, salvo
homeomorfismo, es

r={T,:v=(v1,v,w3) € Z3}

y el cociente es el toro
tridimensional

TP =T\R® ="' x &' x &

At
il Bl
Wl %l
) .




Ejemplo (Geometria esférica tridimensional)
M=S3={xecR*: x}+ - +xZ=1}
G=04), 6,=0(0)
o I =7, = {£id} geometria proyectiva

o [ =7, espacios lente
e [ C O(4) subgrupo finito: 3-variedad esférica




Las ocho geometrias de Thurston
@ E3, geometria euclidea
@ S3, geometria esférica
© H3, geometria hiperbdlica
Q S? xR, producto de una 2-esfera y una recta
@ H? x R, producto del plano hiperbélico y una recta
(6] g\L/z cubrimiento universal del grupo lineal especial
@ Nil, geometria del grupo de Heisenberg
@ Sol, movimientos rigidos del plano de Minkowski
Los tres primeros modelos corresponden a los modelos de

curvatura constante.

La mayoria de estas geometrias aparecen como la geometria de
grupos de Lie con métricas invariantes a izquierda.



La geometria riemanniana homogénea provee un marco de
trabajo apropiado para estudiar estas geometrias. Para poder
hablar de geometria riemanniana en (una variedad topoldgica) M

necesitamos

@ Una estructura diferenciable: nos permite hablar de
funciones diferenciables que salen y llegan a M

@ Una métrica riemanniana: nos permite introducir nociones
geométricas en M como distancia, dngulos, curvatura, etc.

Una misma estructura diferenciable en M puede admitir distintas
métricas riemannianas (geométricamente distintas).

A veces una métrica
riemanniana impone
condiciones sobre la
estructura
diferenciable.

Teorema (Hadamard)

Si M admite una métrica de curvatura
no positiva, entonces M tiene la
estructura diferenciable de R3.




Estructura diferenciable de M

En los casos que nos interesan, siempre se dard una de las
siguientes situaciones:

o McR? Ejemplo
M e R La esfera S3 estd contenida en R*, pero no
° < puede incluirse en R3 de manera continua.
Definicion

Supongamos M C R" con n =3 o n = 4. Decimos que
f :R™ — M es diferenciable si f : R™ — R" lo es. Es decir, si
cada una de sus funciones coordenadas es diferenciable.

Definicidon
Una curva ¢ en M es una funcidn diferenciable ¢ : [ — M en
donde [ es un intervalo en R.

Para definir la diferenciabilidad de funciones que salen de M es
necesario introducir coordenadas locales.



Los puntos de M pueden describirse usando tres coordenadas
locales x, y, z. Es decir, existe una coleccién de sistemas de
coordenadas (homeomorfismos) ¢; : U; C R® — M tales que

e la familia ;(U;) cubre M;

@ los cambios de coordenadas son diferenciables.

En algunos casos se necesita mas de un sistema de coordenadas
para cubrir todos los puntos del espacio.

Ejemplo (Coordenadas en la esfera)

La esfera S3 puede cubrirse con ocho sistemas de coordenadas
definidos en la bola abierta

D3 ={(x,y,z2) eR®: x* + y* + 22 < 1}

de radio 1 y centrada en el origen de R3.




Ejemplo (Continuacién

01 (xy, 2 i\/l (C+y*+2%),xy,2

(x,y,z xy,:l:\/l—xz—}-y +22),z

)
=

=(x,y, 2 (x,j:\/l (@ +y2+22),y,2
=(

V\_/vv

0y (x.y.2) = <X7y7z7i\/1 —(®+y?+2%)

Es posible utilizar otros sistemas de
coordenadas para cubrir la esfera, pero
siempre necesitaremos mds de uno.

Ejercicio

Encontrar las proyecciones
estereograficas para S3




Definicion
Decimos que f : M — R™ es diferenciable si

fogp,-:U,-C]Rg’%Rm

es diferenciable para todos los sistemas de coordenadas (¢;, U;)
necesarios para cubrir M. O sea, f es una funcién diferenciable
cuando la escribimos en coordenadas locales.

Ejemplo

La funcién altura h: S3 — R definida por h(u) = u4 para u € S3
es diferenciable. En efecto en coordenadas locales tenemos que

h(eF(x,y,2)) =2z =123

hgi(x,y.2) = £/1 - (2 + y2 + 22)




Grupos de Lie

Diremos que G es un grupo de Lie si
@ G es un grupo,

@ G tiene una estructura diferenciable tal que la multiplicacién
es diferenciable.

G grupo Producto diferenciable
Existe una operacién La funcién (g, h) — gh es
asociativa en G con elemento diferenciable de dos variables (i.e. es
neutro y tal que todo diferenciable de G en G de una
elemento tiene un inverso variable cuando dejamos la otra fija)

@ ge =eg = g paratodo g

e para cada g existe g ! Ejemplo

tal que o R”
1_ -1

g8 =g g=e | e GLy={AcR™":detA#0}




Vectores tangentes

Dado p € M, un vector tangente a M en p es la velocidad inicial
de una curva ¢(t) en M tal que ¢(0) = p. Observar que si M esta
contenida en R”, entonces

v =c'(0) = (c1(0),...,c,(0)) € R".

v no necesariamente es un Si n > dim M, entonces no
elemento de M, sino que es todo elemento de R" es
un elemento de R”. vector tangente a M en p.
Definicion

El espacio tangente T,M a M en p consiste de todos los vectores
tangentes a M en p.

v

Teorema
To,M es un espacio vectorial de dimension dim T,M = dim M.




Ejemplo

T,R3 = R3. En efecto, para cada v € R3, tenemos que

d
= — t
v dtoc()

con c(t) = p+ tv.

Ejemplo
Sea p € S3y c(t) una curva en S3 tal que c(0) = p. Observar que
(c(t),c(t)) =1. Luego
d
0= 2] (e(t). c(t)) = 2(e(0), €(0)) = 2(p,</(0).

Por lo tanto
T,S°={veR*: v Lp}L




Fibrado tangente. Es un
objeto geométrico que nos
permite estudiar todos los
espacios tangentes al
mismo tiempo.

Definicién
El fibrado tangente a M se define como

™= || T_M={(p,v):pE M, veT,M}
peEM

Si M C R”, entonces TM C R?" y tiene un estructura
diferenciable natural: es localmente un producto.



Si G es un grupo de Lie, se Las algebra de Lie son

denota g = T.G y se llama objetos algebraicos lineales

el algebra de Lie de G. que determinan la estructura
algebraica no lineal de G.

Todos los espacios tangentes T, G se pueden identificar con g de la
siguiente forma: si c(t) es una curva en G con ¢(0) = e. Entonces
cg(t) = gc(t) es una curva en G con ¢, (0) = g. De este modo

uno identifica cz(0) con ¢’(0).

Teorema
Todo grupo de Lie G es paralelizable: TG = G X g.

Las variedades paralelizables son aquellas tales que su fibrado
tangente es globalmente un producto.



Una métrica riemanniana en M
asigna a cada p € M un producto
interno (-,-)p, en T,M de manera
diferenciable.

En tal caso decimos que M es una
variedad riemanniana.

En general, no hay ninguna relacién entre el producto interno en
T,M dado por una métrica riemanniana y el producto interno en
T, M inducido por la inclusién T,M C R".

Diferenciabilidad de la métrica riemanniana

Si V,W: M — TM son campos diferenciables en M (o sea,
funciones diferenciables tales que V(p), W(p) € T,M), entonces
la asignacién p — (V(p), W(p)), es diferenciable.




Una métrica riemanniana en M nos permite medir

@ Angulos entre vectores tangentes a un mismo punto o entre
curvas que se intersectan.

e Longitud de curvas c: [a, b] &> M

b
Le)= [ 0. e o
@ Distancia entre dos puntos p,qg € M

d(p, q) = inf{L(c) : ¢(a) = p, c(b) = q}.

Teorema

La topologia de M coincide con la topologia métrica inducida por
la distancia riemanniana.

Variedad riemanniana completa. Toda sucesiéon de Cauchy
converge.



Ejemplo (Métrica usual en R?)

En R3 tenemos el producto escalar usual (-,-). Como T,R3 = R3
para todo p podemos considerar la métrica riemanniana que asigna
el mismo producto interno a cada espacio tangente. La geometria
euclidea en R3 es la geometria de la métrica riemanniana usual.

Ejemplo (Métricas invariantes a izquierda en grupos de Lie)

En un grupo de Lie G, todos los espacios tangentes se identifican
con g = T¢G. Luego la eleccidn de un producto interno (-, ) en g,
determina una métrica riemanniana en G, pero en este caso el
producto interno puede variar en cada espacio tangente. Si

v,w € TgG, digamos v = &/(0), w = £/(0) con a(0) = 5(0) = g,

(v, w)g = (ap1(0), Bg-1(0))e

donde a,-1(t) = g la(t), Bg-1(t) = g 1B(x).




Fijemos una métrica riemanniana en M.

Geodésicas. Son las curvas que
localmente minimizan la distancia.

Notacion. v,(t) es la geodésica con
condiciones iniciales

w(0)=p, ~,(0)=veT,M

Teorema (Hopf-Rinow)

Existen geodésicas en cualquier direccion v € T,M. Mas aiin, M
es completa si y sélo si v, (t) estd definida para todo t € R. En

este caso, dos puntos cualesquiera en M pueden ser conectados

por una geodésica que minimiza la distancia.

Para mostrar la existencia de geodésicas en M se estudia la
ecuacién geodésica (ODE que satisfacen las curvas geodésicas).



Derivacion covariante. Dada una curva ¢ : | — M, el operador
de derivacion covariante D€ /dt se aplica a campos tangentes a

lo largo de ¢ y devuelve campos tangentes a lo largo de c.
Campo tangente a lo largo de c. V(t) € Ty M.

Propiedades de la derivacidon covariante

@ Linealidad:

De DV DWW
——(V(t) + AW(t)) = A
g V() FAW() = — =+ A—

@ Regla de Leibniz 1: si f : | — R es diferenciable,

D¢ ) DV
—(FOV(D) = FOV(0) + ()~

o Regla de Leibniz 2 (la derivada covariante es métrica)

d DeV
FVO WO = (P wo) (v

Dew

dt

>c(t)




Teorema

El operador de derivacion covariante a lo largo de ¢ : | — M existe
y es tnico.

@ La derivada covariante nos permite definir la aceleracién de
una curva en una variedad riemanniana.

@ Las geodésicas de M también se describen como las curvas de
aceleracién nula.

Definicién
Una curva 7 : I = M es una geodésica si

DY,
ZAN(t) =0
dtv()

para todo t € /.




Tensor de curvatura. Se aplica a tres vectores v,w,u € T,My
devuelve un nuevo vector tangente R, ,u € T,M. Algebraicamente
queda caracterizado por las siguientes propiedades:

© R es lineal en cada variable fijando las otras dos,
o Rv,w = _Rw,v:

© R, es una transformacién antisimétrica de T,M
<Rv,wuaz>p = _<Rv,wz7 u>pa

o <Rv,wuaz>p = <Ru,zV7 W>py
© Primera identidad de Bianchi

Rowu+ Ry uv+ Ryyw = 0.

Ejercicio La tercera propiedad nos permite
estudiar la curvatura desde un punto de

La cuarta propiedad es ) . ,
prop vista algebraico (holonomia).

consecuencia de las dem3s.




El tensor de curvatura también se puede caracterizar
analiticamente: mide qué tanto falla el operador de derivacion
covariante de satisfacer la identidad de Clairaut.

Si f : R> — M es una superficie parametrizada en M y
V(s,t) € T¢(s,ryM es un campo a lo largo de f, entonces

rV DDV—BBV.

R = ——
.5 Ot Os 0s Ot

Curvatura seccional. Mide la curvatura gaussiana de una
superficie parametrizada en M. Mas adn, la curvatura seccional se
puede calcular en cada punto de M en la direccién de un plano

m™ C TpM: si v,w € 7 son dos vectores ortonormales entonces

K(m) = K(v,w) = (Ry,vv, u).

Espacios de curvatura constante. K(m) = const.



Isometrias. Son las transformaciones de M que preservan la
métrica riemanniana.

Definicién
f: M — M es una isometria si f es biyectiva y preserva el

producto interno en cada punto. O sea, si f(p) = g, entonces

(df (v),df(w))g = (v, w)p.

Recordemos que la diferencial de f en p se define como sigue, si
v = ¢/(0) para una curva en M con ¢(0) = p, entonces

df (v) = %lof(c(t)).

Grupo de isometrias Espacio homogéneo
IM)y={f:M—M:f isometn’a}J /(M) transitivo en M

|




Ejemplo (Isometrias en grupos de Lie)
e G grupo de Lie, g € G.
G con métrica invariante a izquierda.
Lg(h) = gh traslacién a izquierda.
Rg(h) = hg traslacién a derecha.
Lg € I(G) para todo g.
Si Ry € I(G) para todo g la métrica se dice bi-invariante.
dim/(G) >3, G C I(G).
Distintas métricas invariantes a izquierda pueden tener

diferente grupo de isometria (y por tanto distinta geometria).
Veremos ejemplos de esto mds adelante.

@ G es un espacio homogéneo: g = Lgp,-1(h), luego todo h € G
puede ser llevado a g por una isometria.




Teorema (Myers—Steenrod)

Si M es una variedad riemanniana de dimension n entonces (M)
es un grupo de Lie con dim [(M) < n(n+1). M4s adn, si

dim /(M) = n(n + 1) entonces M es un espacio de curvatura
constante.

Para los médelos geométricos de Thurston, M homogénea de
dimensién 3. Luego
3 <dim/(M) <6.

Lema
dimM =3 = dim /(M) #5. J

Demostracion.
No hay estabilizadores compactos de dimensién 2. DJ




Geometria de E3
e Estructura diferenciable: la usual de R3.
@ Métrica Riemanniana: la usual en R3.
@ Derivada Covariante: la derivada usual en R3
D¢ d
—V(t) = — V().
5 V(1) = V()

@ Geodésicas:

d
() =0 = (t) =tv+p

@ Curvatura: R = 0 (el espacio euclideo es plano). En efecto,
como la derivada covariante coincide con la derivada usual, las
derivadas covariantes conmutan (por el Teorema de Clairaut)
y por lo tanto la curvatura se anula.

@ E3 espacio de curvatura constante K = 0.



Grupo de isometrias de E3

e El espacio euclideo es un grupo de Lie (con la suma de R3),
luego las traslaciones (a izquierda) son isometrias

Tu(x)=x+v

@ Una isometria que fija el origen es una transformacién lineal
(que preserva el producto escalar de R3). Luego el
estabilizador de /(E®) es el grupo ortogonal de orden 3

0(3) = {A e R¥3: (Av, Aw) = (v, w)}
= {AcR¥3: AAT = |}

Estructura de grupo de Lie de /(E?)
o /(E3) = R3 x O(3) (producto semidirecto, dim = 6)
o (v,A)=T,0A
e (v,A)(w,B)=(Aw + v, AB)




Geometria de S3
@ Estructura diferenciable: coordenadas locales cp,.i.
o La esfera S3 tiene una geometria natural, heredada de la
geometria euclidea de R*.

o La esfera S3 es un grupo de Lie, y por lo tanto admite muchas
geometrias que provienen de métricas invariantes a izquierda

Geometria inducida de R*
o T,83={veS: v.Lip}

° (v, w)p = (V,W)gs = viwy + vawo + vaws + vawy

c T nS?
o Dy = [jtvu)] Vi) — (V) () el)

dt




Estructura de grupo de Lie de la esfera
Ejemplo 0

SO={pecR:|p| =1} = {£1} es un grupo (de Lie) isomorfo al
grupo ciclico Z.

Ejemplo 1

Sl={pecR?:|p|=1}={z€C:|z|=1} ={e®: t € R} esun
grupo de Lie (conmutativo)

Ejemplo 2

S2={peR3:|p| =1} noesun
grupo de Lie (por el Teorema de
la bola de pelos)




Cuaterniones
o H = {al+bi+cj+dk:a,b,c,deR}

e i’==k>=ik=-1 i’= 3= k= ij = -

Here as he walked by
|| on che 16th of October 1843
Sir William Rowan Hamilton
| in a flash of genius discovered
H| the fundamental formula for
| qnatelnmn multlpllcatlou_

H & cutit onastone of this brldge

Ejercicio
@ Si p,g € S3, entonces pg € S3.

—{pecH:|p|=1} @ SipecS*entoncesp'=pcS’
al+ bi+ cj + dk = al — bi — cj —

© S3 es grupo de Lie.

dk.

Teorema
@ Las tinicas esferas que son grupos de Lie son S°, S y S3.
@ Las dnicas esferas paralelizables son S°, S, S3 y S7.




Para definir una métrica invariante a izquierda en S3 basta con
fijar un producto interno en

T1S% =imH = {bi+ cj+ dk: b,c,d € R}.

Un producto interno (-,-)1 en im H queda determinado por una
matriz simétrica definida positiva A:

(v,w)1 = (Av,w)

en donde (-, ) es el producto interno en im H tal que i, j, k es una
base ortonormal.

Lema Demostracién.
Tp53 ={pv:veimH} (pv, p)gs = (pv, pl)gs = (v,1)pa =0 [

La métrica en p € S3 estd determinada por



Proposicion

La métrica usual en S3 es bi-invariante.

Demostracion.
e Tomamos p,g € S3, v,w € Tp53
@ qv,qw € qu53
® vq,wq € qu53

° <qV, qW)qp = <Vq7 Wq>Pq = <V7 W>P DJ
Corolario Demostracidn.
Con la métrica usual Q L,Ry = RyLp
Q /(S3)=0(4)=53xS3 @ Teorema de

@ S3 tiene curvatura constante positiva Hadamard U




Geodésicas de la métrica bi-invariante
o (t) = (t), veT,S3

DY
° 0= —-7(t) =7"(t) = (Y"(1), v ()(1)

o SO =2( G0 ) -
o (Y(8).7/ (1)) =

0 0= (/(1).7(8)) = (' () A1) +
0 (t) = (1)

Circulos maximos
sin(v/kt
Y(t) = cos(v/Kt)p + (Ve )v

N




Otras métricas invariantes a izquierda en S3

o (v,w)1 = (Av, W>‘1’5“a'

@ A matriz simétrica
definida positiva

@ Cambiando coordenadas
se puede tomar

A
0
0

o

A—

oxT o
R O

conA>pu>v>0
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Teorema

La métrica es bi-invariante si y sélo si A = ;. = v. En este caso la
geometria de S3 con esta métrica corresponde a la geometria usual
de una esfera de radio 2)2.

4

Teorema (Curvatura seccional)

A —p+v)?+4v(u—v)

K(i.g) = A\pv

N O M L G D)
Klik) = A pv
K k) = A+pu—v)?+4A\\—v)

4y




Teorema

Toda métrica invariante izquierda en S® admite una geodésica
cerrada.

Teorema

Si G es un grupo de Lie simplemente conexo con una métrica
invariante a izquierda tal que todas las geodésicas son cerradas,
entonces G es la esfera S3 con la métrica bi-invariante.

Teorema

El grupo de isometrias una métrica invariante a izquierda en S3
que no es bi-invariante estd dado por

O S3x(Z2)?siA>pu>v (dim=3).
Q S3x0Q2)siA=p>vor>pu=v (dim=4)

Sélo la métrica usual en S da una geometria de Thurston.



Geometria de H?3
@ Estructura diferenciable:
H? = {p = (x1,x2,x3) € R®: x3 > 0}

tiene la estructura diferenciable del semi-espacio superior.
o Métrica riemanniana: T,H3 = R,

(v,w)p = (x3)2 (viw)E

o Los angulos se miden igual que en E3 pero la geometria se
“dilata” cuando x3 — 0 y se “expande” cuando x3 — oo

_ 2 _ 2 o 2
coshd(p,q) =1+ (y1 —x1)” + (y2 — x2)° + (y3 — x3)
2x3y3




Geodésicas en H°
@ Semirrectas (euclideas) ortogonales al hiperplano x3 = 0

e Semicirculos (euclideos) que intersectan ortogonalmente al
hiperplano x3 =0

vertical

Ly

semicircular

La métrica en H3 es completa con respecto a la distancia
riemanniana pero no lo es con respecto a la distancia de R3.



Modelo de Minkowski

o H¥={p=(x1,%,x3,x) ER*: x} —x3 —x§ —xZ =1}

° ((p,q)) = x1y1 — X2y2 — Xx3y3 — Xay4 (geometria
pseudo-riemanniana)
o T,H3={veR: ((v,p)

e Métrica riemanniana: (v, w

0}
= {{v,w)) (definida positiva)

)b
e Geodésicas: v, (t) = (cosh t)p + (sinh t)v, donde (v,v), =1

Isometrias

0(1,3) = {A € R¥* : ((Av, Aw)) = ((v, w)) para todos v, w}

Teorema
I(H3) = O(1, 3) con estabilizadores O(3).




Si p = (1,0,0,0),
Staby = O(3) = {(é S\) Ac 0(3)}

Corolario

dim I(H3) = 6, por lo tanto H? es un espacio de curvatura
constante K = —1.

El grupo de isometrias del espacio hiperbdlico tiene la mayor
dimensién posible y por tanto es una geometria de Thurston.



Geometria de S2 x R

@ Estructura diferenciable:
SZXR:{(u,r):uESZ, r € R}

tiene la estructura diferenciable producto que consiste en
tomar coordenadas locales para v y una coordenada global
para r.

o Fibrado tangente: T(L,,,)(S2 x R) C R* identificamos

T(u,,)(Sz X R) = {V S R*: (Vl, Vo, V3) 1 u}
=T,5*x T,R
= T,S? x R.
@ 52 x R tiene la métrica producto, la cual coincide con la

métrica inducida de R*

<(V,X), (Wa)/»(u,r) = <V, W>u + Xxy.



Geometria de S
o S? tiene la métrica inducida de R3
o Derivada covariante inducida de R3
o Geodésicas unitarias 7, (t) = (cos t)p + (sin t)v
@ Curvatura constante K =1
e Grupo de isometrias /(S?) = O(3)

Geometria de R
e Geometria euclidea (plana) de la linea recta
o /R)=Rx {1} =R x Zs




Geodésicas en S? x R

V) (t) = (COS(\/Et)P + sin(\/\/gﬁt)v’ tx + r>

Curvatura en $2 x R

Tenemos superficies de curvatura positiva correspondientes a las
esferas S2 C S% x R y también superficies de curvatura nula
correspondientes a los cilindros S* x R ¢ §%2 x R

Grupo de isometrias

I(S? x R) = O(3) x R x Z,

Como /(S? x R) tiene dimensién 4, la métrica producto tiene la
maxima dimensién posible (no puede ser 5, ni 6 pues la curvatura
no es constante). Luego la geometria de S x R es de Thurston.



Geometria de H? x R

@ Estructura diferenciable:

H?> xR ={(p,r):pc H? rcR}

tiene la estructura diferenciable producto. Para poder
describirla necesitamos elegir un modelo para H?.

@ Semiplano superior: estructura diferenciable de abierto en R3.

@ Hiperboloide de revolucién: estructura diferenciable producto
(inducida de R*).

o Fibrado tangente: con cualquier eleccién tenemos una
identificacién

T(p.)(H* x R) = T,H?> x R.

e H? x R tiene la métrica producto
1
(%) <(VaX)7(WaY)>(u,r) = p(V, W>U + Xy
3
Q ((v,x),(w,y))p = ((v,w)) +xy = viw; — vowp — v3w3 + xy



Geometria de H?
@ Geom. hiperbdlica bidimensional de curvatura const. K = —1

e Geodésicas unitarias 7, (t) = (cosh t)p + (sinh t)v (en el
modelo del hiperboloide de revolucién)

o Grupo de isometrias /(H?) = O(1,2)

Geodésicas (primera componente unitaria) en H?> x R

Yvx)(t) = ((cosh t)p + (sinh t)v, tx +r)

Curvatura en H?> x R
e HHC H? xR, K= —1
e RZCH?XxR, K=0

dim /(5% x R) = 4, stab
compacto y geometria no
I(H2XR) = 0(1,2) x R x Z; plana, es Thurston.

Grupo de isometrias




Geometria de jS’sz

Es la geometria del cubrimiento universal del grupo lineal
espacial SL,.

Sly = {A € R>*2: det A =1}.
Topologia vs. Algebra

e Sl no es simplemente conexo pero es un grupo de matrices.
e Sl es simplemente conexo pero no es un grupo de matrices.

Slyy ?Lz tienen la misma &lgebra de Lie (espacio tangente en
la identidad).

El dlgebra de Lie determina la estructura de grupo de Lie.

La geometria de una métrica invariante a izquierda en SL, se
levanta a SL,.

jHaremos las cuentas en SL,!



Estructura diferenciable de SL,

Hay dos maneras equivalentes de presentar la estructura
diferenciable de SL,.

a;n a
@ Coordenadas locales para A = ( 1 12)

a1 ax
ail ai2
9011(211, a12, a21) = 1+apan | a1 #0
a1
an a2
p12(a11, a12, ax) = <1+a11322 ; app #0
T a, 92
etc.

@ Se puede usar el teorema de la funcién implicita para describir
los puntos de SL,: es la hipersuperficie de nivel 1 de la
funcién det, la diferencial de la funcién det es la traza.




Fibrado tangente
e Tomamos una curva c(t) en SL; tal que ¢(0) =/
o 1 =det C(l’) = C11(t)C22(t) — Clg(t)Cgl(t)

e 0= % . det c(t) = c11(0)ch,(0) + ¢f1(0)c22(0) = tr ’(0)

0 slp = T;SLy = {A€ R?*?2 . tr A =0}

@ El corchete de Lie determina
la estructura de grupo de Lie
de SL2

e e” € Sl, para toda A € slp

[A,B] = AB — BA o N =I+A+ AL I A

Ejercicio
slp es cerrado con respecto
al corchete de Lie




Base de sl,

0 1 0 1 1 0
we(Bg) 2(o) xS

Ejercicio

[X1, X2] = 2X3 [X1, X3] = —2X; [X2, X3] = —2X;

Teorema (Ha-Lee)

Salvo isometria, las métricas invariantes a izquierda en SL, estan
determinadas, en la base X1, X, X3 por la matriz simétrica definida

positiva

A
0 A>0,u>v>0.
0

oOxT o
R O O




Teorema (Ha-Lee)

Q@ Sipu > v entonces
/(5L2) = SL2 X (Z2)3.

@ Siu = v entonces

I(5L2) = 5L2 A (0(2) X Zg).

@ En el primer caso dim /(SL;) = 3 (solo traslaciones a
izquierda) y por lo tanto no es una geometria de Thurston.

@ En el segundo caso dim /(SL,) = 4 con estabilizador O(2) y
por lo tanto son Thurston.

o Las geometrias de Thurston son todas homotéticas a A > 0
pw=v=1

@ Sin embargo, estas geometrias son distintas desde el punto de
vista riemanniano (tienen distinto operador de Ricci).



Teorema (Curvatura seccional)

A+ p—v)*+av(p—v)

K(X1, X2) =

Ay
_ 2 _
K(Xl’X3):(A /Hrv)A +4u(p —v)
Nz
A p+v)2 4202 — p? — 12
K(X2’X3):_( ptv)”+200" —p )

Ay

Corolario (Curvatura seccional de la geometria de Thurston)

K(Xl,Xz) =\ K(Xl,X3) =\ K(XQ,X:J,) = —(3)\ -1-4)




Geometria de Ni/

Estructura diferenciable

Nil tiene la estructura diferenciable de R3.

Estructura de grupo de Lie

Hay dos presentaciones comunes que corresponden al grupo de Lie
de Heisenberg.

o H=TR3

(v, 2)(X, ¥, 2)=(x+x,y+y,z+ 2 + (x/ — yx))

1
e H= 0
0

O = X

z
y | :x,y,z€ R} (producto de matrices)
1

Ejercicio

Encontrar un isomorfismo de grupos entre estas dos presentaciones.

v




Fibrado tangente

@ Con la segunda presentacion

-

o O X
o< N

@ Con la primera presentacién T,H = R3
) I X,y,Z € R}
Base del algebra de Lie
010

0 0O 0
e Xg=|0 0 0], X=1]0 0 1},X3=10

0 0O 0 0O 0
o [X1,Xo] = X3, [X1,X3] =0, [X2,X3] =0

@ h es un ejemplo de dlgebra de Lie nilpotente

01
00
00




Exponencial en dlgebras nilpotentes
@ exp : h — H es un difeomorfismo
o expA=1+A+ 1A

0 x z 1 x z+%
eexp|(0 O y|] =101 y

0 0O 00 1
o (exp A)(exp B) = exp(A+ B + 3[A, B])
o exp0 =1

o (expA)~! = exp(—A)

Geometria Nil. Geometria de una métrica invariante a izquierda
en el grupo de Heisenberg.



Teorema

Salvo isometria, las métricas invariantes a izquierda en H estan
determinadas, en la base X1, X», X3, por la matriz simétrica
definida positiva

A
0
0

o > O

0
0 A>0
1

Corolario

Salvo reescalamiento, existe una tinica métrica invariante a

izquierda en H. Por lo tanto, hay una tnica posible geometria en
Nil.

Teorema (Lauret)

Las tinicas geometrias con esta propiedad son E3 y Nil.




@ Tomemos A = 1 en la métrica inv. izq.
@ Escribimos h=0®h
o v =RX; ®BRX;, 3 =RX;

e Para Z € 3, sea j(Z) la transformacién antisimétrica en v
definida por
U)X, y) =(x,vl, 2)

(se comporta como la multiplicacién por i en v ~ C?)

Teorema (Kaplan)
Sea y(t) = exp(X(t) + Z(t)) en donde

o X(t)ewv, Z(t) €3

o X(0) = Z(0) =0, X'(0) = Xo, Z'(0) = Z
Entonces ~(t) es una geodésica si y sélo si

o X"(t) = j(Z)X'(t)

o Z'(t) + 3[X'(1), X(t)] = Zo




Curvatura en Nil
Si X,Y € v, Z €3, entonces
° RxyX =3j([X,Y])X
o RxzY =—1[X,j(2)Y]
o RxyZ = -1IXj(2)Y]+ 1Y.i(2)X]
o RxzZ = —1j(2)2X

Curvatura seccional en Nil

o K(Xi,X)=—3

L K(Xl,Xg) = K(XQ,X::,) = %

Grupo de isometrias Estabilizador compacto O(2),
I(Nif) = Nil x O(2) J dimensién mdxima. Nil es

geometria de Thurston.




Geometria de Sol

@ Es la geometria del los movimientos rigidos del plano de
Minkowski.

R = R2 pero con la forma bilineal

((v,w))) = viwg — vown

e E(1,1) movimientos rigidos de R

o £(1,1) =RM x O(1,1)
et 0

o E(1,1)=R2x, R, con p= ( _t>
0 e

o E(1,1) = R3 con el producto

(x.y,2)(x,y' 2) = (x+ X,y + e %y, z+ )

Grupo de Lie soluble unimodular



Algebra de Lie
Se puede tomar una base X1, Xo, X3 de ¢(1,1) tal que

[X1,X2] =0 (X1, X3] = = X1 [X2, X3] = X

Algebra de Lie soluble

[le(1, 1), e(1, 1)], [e(1, 1), ¢(1,1)]] = O

Soluble Nilpotente

El corchete se comporta
como el corchete de
matrices triangulares

El corchete se comporta

— como el corchete de
matrices triangulares
estrictas




Teorema (Ha-Lee)

Salvo isometria, las métricas invariantes a izquierda en E(1,1)
estan determinadas, en la base X1, Xo, X3 por las matrices
simétricas definidas positivas

1 00
01 0], v>0
0 0 v
1 10
1 w 0], v>0,p>1
0 0 v




Teorema (Ha-Lee)

El grupo de isometrias de ¢(1,1) estd dado por
Q /,(Sol) = Sol x D(4)
Q 1, (Sol) = Sol x (Zy)?

Grupo diedral D(4)

Grupo (no conmutativo) de
orden 8 formado por las
simetrias del cuadrado.

Ejercicio

D(4) no posee ningtin
subgrupo isomorfo a (Z5)?,
luego todas las métricas i.i. en
E(1,1) son de Thurston.




Teorema (Curvatura seccional)

100
© Para la métrica asociadaa |0 1 0], v>0
0 0 v
1 1
KX, X2) = K(X1, X3) = K(X2, X3) = ——
110
@© Para la métrica asociadaa |1 pu 0], v>0, u>1
0 0 v
K(X1, %) = — K (X, Xs) = K(Xo, Xa) = —2— 1
( 17 2) — V\/][ﬂ 17 3) — 2) 3) — ]/(‘LL*




