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En este trabajo modelamos la temperatura en un tejido biológico, que surge del estudio de
la Terapia de Captura Neutrónica en Boro (BNCT) para el tratamiento de cáncer bucal en
hamsters. En su modelo utilizamos la ecuación de biocalor de Pennes agregando un término
de evaporación. Para modelar el término de evaporación realizamos dos planteos diferentes.
En el primero introducimos un flujo de calor que representa dicho término, el cual depende de
valores nodales asociados a una malla de elementos finitos definidos en todo el dominio. En
el segundo planteo propusimos modificar la condición de borde introduciendo un término de
evaporación que depende de valores nodales definidos sólamente en el borde exterior. En ambos
casos se determinaron los valores nodales, suponiendo conocidos todos los demás coeficientes
térmicos, como por ejemplo la conductividad del tejido. Para ello minimizamos la distancia entre
la temperatura medida experimentalmente, obtenida mediante una termograf́ıa por infrarrojos,
y la temperatura calculada en la superficie, determinando aśı el término de evaporación óptimo.
Utilizamos el método adjunto para minimizar la función objetivo y comparamos los resultados
obtenidos en ambos casos.
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Expositor: Guillermo Umbricht (CONICET - Centro de Matemática Aplicada - ECyT - UN-
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Resumen

El problema de identificación de parámetros ha sido muy estudiado y ha recibido con-
siderable atención de muchas investigaciones actuales debido esencialmente a las diśımiles
y múltiples aplicaciones en los distintos campos de la ciencia tales como la conducción de
calor [6], la tomograf́ıa y la tomograf́ıa de impedancia eléctrica [1],la teoŕıa electromagnética
[2], la detección de contaminantes [4] y determinación de tumores en un tejido biológico [5].

La ecuación de calor, o de difusión, se utiliza para describir numerosos procesos de trans-
ferencia de masa y enerǵıa, es muy estudiada y analizada por áreas como la termodinámica
y la termoqúımica [3]. El constante desarrollo de algoritmos numéricos para la identificación
de distintos parámetros que aparecen en la literatura, indica la necesidad de mejorar las
técnicas de estimación existentes.

En este trabajo se estudia la estimación del coeficiente de difusividad de una barra
metálica homogénea conociendo valores temporales de temperaturas en un punto interme-
dio. Para ello, se analiza el estado transitorio de un problema de conducción de calor en un



hilo conductor totalmente aislado de longitud L. El problema es modelado mediante una
ecuación en derivadas parciales de tipo parabólica y consideramos datos ruidosos, simula-
dos numéricamente, correspondientes a valores de temperatura medida en un punto de la
barra en distintos instantes de tiempo. El ruido es considerado con distribución normal y
media 0. A partir de estos valores observados, estimamos el coeficiente de difusividad uti-
lizando técnicas usuales de problemas inversos. Estudiamos anaĺıtica y numéricamente la
sensibilidad de la temperatura con respecto al coeficiente de difusividad y en base a este
análisis determinamos una nueva posición donde tomar los datos de temperatura y calcular
intervalos on distintos niveles de confianza para la estimación del paraámetro. Mostramos y
discutimos los resultados de los experimentos numéricos, en los que se puede observar una
buena precisión en la estimación del coeficiente de difusividad. Finalmente comentaremos
posibles aplicaciones y trabajos futuros en esta dirección.
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La evolución de interfaces por Difusion Superficial, que es un proceso en el cual los áto-
mos situados sobre la superficie de materiales sólidos migran procurando posicionarse en sitios
energéticamente favorables, ha tenido numerosas aplicaciones en los ultimos años. Por ejemplo,
la reducción de la rugosidad superficial y la obtención de estructuras topológicamente particu-
lares a través de tratamientos térmicos que inducen tal flujo difusivo, han encontrado múltiples
aplicaciones en el campo de la microelectrónica [1].

La teoŕıa continua de Difusión Superficial para medios isótropos se basa en la ecuación de
Mullins [2], que es una ecuación de cuarto orden y no lineal, que relaciona la velocidad normal de
la interfaz con los gradientes de curvatura. En este trabajo hemos integrado numéricamente dicha



ecuación para una amplia variedad de interfaces bidimensionales. En particular, se generaron
condiciones iniciales cerradas (triangulares, formas de estrella y de engranaje, entre otras) y
se analizó la evolución en el tiempo de dichas interfaces. Asimismo, estudiamos el mismo tipo
de sistema f́ısico mediante un modelo discreto, como es el método de Monte Carlo Cinético.
Partiendo de condiciones iniciales equivalentes, se realizó un estudio comparativo de la evolución
de las interfaces en los sistemas continuo y discreto, tanto en los aspectos cinéticos como en los
morfológicos.

De esta manera, hemos podido realizar una comparación, tanto en aspectos cualitativos co-
mo cuantitativos, entre los resultados del modelo continuo y los de las simulaciones de Monte
Carlo, determinando similitudes y diferencias entre las mismas. En particular, pudimos encon-
trar resultados de la teoŕıa continua que son aplicables al caso discreto, mientras que, para los
casos en los que se encontraron discrepancias, analizamos el origen de las mismas.

Referencias

[1] Ming-Chang M. Lee and Wei-Chao Chiu and Tse-Ming Yang and Chin-Hung Chen,
Monolithically integrated low-loss silicon photonic wires and three-dimensional tapered couplers
fabricated by self-profile transformation, Applied Physics Letters, vol. 91, num. 19, pp. 191114,
2007.

[2] W. W. Mullins, Theory of Thermal Grooving, J. Appl. Phys., vol. 28, pp. 333, 1957.

C’alculo de estados fundamentales para una ecuaci’on de evoluci’on
proveniente de modelos matem’aticos para semiconductores.
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El modelado matemático del movimiento de cargas en dispositivos semiconductores con un
alto grado de integración requiere del uso de la ecuación de Schroedinger: iut = −4u + V u,
donde u es la función de onda, 4 es el operador Laplaciano y V es una función real, llamada
potencial. T́ıpicamente, esta ecuación admite dos relevantes leyes de conservación: por un lado
la conservación de la norma en L2(Rd), esto es la carga total, y por otro, la conservación de un
funcional particular H, llamado Hamiltoniano, que verifica ∇H(φ) = −4φ + V φ. Se plantea,
entonces el problema de optimización con restricciones que consiste en hallar la función de
onda ϕ∗ que minimiza el Hamiltoniano entre todas las que tienen norma fija, que supondremos
unitaria. Una tal función minimizante, en caso de existir, se llama estado fundamental. En esta
oportunidad tomaremos en cuenta un problema de evolución con un potencial no lineal de tipo
Hartree en la recta, dado por V (u) = |x|

2 ∗
(
D − |u|2

)
, donde D es una función regular positiva

de soporte compacto llamada perfil de dopaje, y obtendremos el estado fundamental como el
estado ĺımite del problema parabólico ut = N(u) donde N(u) es la proyección de −∇H(u)
sobre la esfera unitaria. Partiremos de la escritura auxiliar N = N1 +N2, donde los operadores
N1 y N2 dan lugar a problemas cuyas soluciones son accesibles, y aprovecharemos estos flujos
parciales para obtener la evolución hacia el estado ĺımite a partir del uso de métodos afines de
descomposición temporal.
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El básquet es uno de los deportes más populares de la Argentina. La creación de la Liga
Nacional en 1985 significó un gran impulso para este deporte en todo el páıs. Hoy la Liga Na-
cional de Básquet, la primera división del básquet de la Argentina, es altamente profesional
y está muy expandida a lo largo y a lo ancho de todo el páıs. Desde la temporada 2014-2015
la Liga es programada mediante el uso de técnicas modernas de Investigación Operativa, La
implementación de estos modelos ha significado un ahorro superior al 30 % en el promedio de
kilómetros viajados por partido jugado de visitante, con el consiguiente beneficio económico y
el menor desgaste para los jugadores.

Sin embargo, la asignación de árbitros a los partidos aún es realizada de manera manual.
El problema que vamos a encarar en este trabajo es entonces el de asignar una pareja arbitral
a cada partido de la Liga. Con este objetivo desarrollamos un modelo de Programación Entera
que busca minimizar los costos de viajes y estad́ıas, sujeto a cumplir con ciertas restricciones
que impone la Asociación que organiza el torneo. De esta forma, el problema estudiado es una
variación de dos problemas conocidos y estudiados en la literatura: el Traveling Umpire Problem
y el Referee Assignment Problem.

Algunas de las condiciones que se imponen son que cada árbitro no dirija más de una cierta
cantidad de partidos en d́ıas consecutivos, que pase una cierta cantidad de partidos antes de
que un árbitro vuelva a dirigir a un mismo equipo, que cada árbitro dirija una cierta cantidad
mı́nima de partidos en todo el torneo, entre otras condiciones. Los árbitros provienen de dis-
tintas zonas del páıs y después de una cierta secuencia de partidos vuelven a sus casas para un
breve peŕıodo de descanso.

A lo largo de la serie regular de la Liga los 20 equipos juegan en total 560 partidos en 7
meses. Se dispone de 20 árbitros para arbitrar todos estos partidos. El fixture aprobado por
la Asociación es un dato de entrada para nuestro problema. Crear la asignación para todo el
torneo es un problema demasiado grande, pero que además, no tiene sentido tratar, dado que
a medida que avanza el campeonato suelen ocurrir eventualidades que hacen que se tenga que
cambiar la solución propuesta. Por eso optamos por encontrar la asignación óptima para una
ventana de tiempo que va de una a dos semanas, ajustando el modelo a las eventualidades que
pueden haber ocurrido (por ejemplo, si se lesiona un árbitro, claramente no puede dirigir por los
siguientes d́ıas), y aśı continuar con las asignaciones en la siguiente ventana de tiempo. Notar
que aunque el peŕıodo de tiempo sea corto, las asignaciones manuales que se hacen actualmente
son claramente subóptimas, por la gran cantidad de alternativas válidas que existen.

Hemos realizado algunas pruebas para la temporada 2015-2016 y estos resultados prelimi-
nares muestran que las asignaciones que hace nuestro modelo mejoran en cuanto a costos en
más de un 20 % con respecto a las asignaciones reales realizadas manualmente. Los tiempos de
corrida de nuestro modelo para estas ventanas de tiempos que van de 7 a 14 d́ıas no superan
en ningún caso los 30 minutos, alcanzando optimalidad en la mayoŕıa de las veces.



Restabilizing Processes in Many-to-One Matching models.
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Two-sided matching models have been widely used in labor markets and in school selection
programs. One example where matching models are used is the National Resident Matching
Program (NRMP) of the United States. In this program around 20,000 medical residents are
assigned to hospitals. Also, centralized mechanisms have been implemented, for student assign-
ment to secondary schools of New York and Boston, Roth (2006) shows other markets where
matching models are applied. The agents of a matching model are divided into two disjoint
subsets, for example firms and workers. Each worker has an order of preference (salary, working
conditions, tasks to be developed) over the firms, while these order their acceptable workers ac-
cording to any suitability criterion to carry out the task. A result is one assignment of workers
to the firm. One of the most important properties that any matching model solution must fulfill
is stability. A matching is stable if what it is proposed for all agents by the matching is accep-
table and there exists no firm-worker pair that prefers to be matched rather than staying with
their corresponding partners. Great progress has been achieved in centralized markets using
two-sided matching models, where a central entity produces stable matchings using variations
of the Deferred Acceptance algorithm. However, Roth and Vande Vate (1992) observed that
there exist labor markets and other situations of well-functioning two-sided matching models
where centralized matching mechanisms are not used. They surmised that at least one of these
markets can reach stable solutions through decentralized decisions. In this work we extend the
theory in a frame where it can be used in decentralized labor markets. We show how a market
can have its stability back after a stable matching is decentralized by the leaving of some wor-
kers or the entrance of new firms. We consider two algorithms which produce stable matchings
after such changes in population, and we extend the analysis showing a way of calculating the
result of the execution of such algorithms.

Asking infinite voters ”Who is a J?”, and other Group Identification Problem
topics
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Group Identification Problem arises when the membership of an individual in a group de-
pends on the judgement of other members. Kasher (Jewish Collective Identity - 1993) presents
the problem in terms of an aggregator function, such that the decision on wheter an individual
belongs to the J group depends on the view of all the members of the society. The collective
identity of J is thus determined by the individual views on ”who is a J”. Kasher and Rubinstein
(On the Question ”Who is a J? 1997) presents an axiomatic approach to this problem. They
consider the aggregator function J : (J1, ..., JN ) ⊆ NN → J((J1, ..., JN ) ⊆ N where N is the
group of voters and i ∈ Jk indicates that individual k thinks that i is a J . They characterize,
using different axioms, the Liberal aggregator, the Dictatorship aggregator and the Oligarchic
aggregator.

We deal with this problem in two different ways:



the consideration of a slightly different family of axioms. This opens the question of the
existence and uniqueness of aggregators satisfying them.

the analysis of the case with an infinite number of voters. The idea is to determine, at the
very least, if the results of the finite setting are still valid.

In both cases some existence results are going to be shown.
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El acúıfero ubicado en el valle inferior del Ŕıo Neuquén, ĺımite entre las Provincias de
Neuquén y Ŕıo Negro, comprende una zona de aproximadamente 90 Km2. En esta región, se
desarrolla una intensa actividad agŕıcola, principalmente fruticultura, mediante un sistema de
riego artificial que se extiende a lo largo de más de 100 Km. Este sistema comienza en el dique
Ing. Ballester, tomando agua del ŕıo Neuquén y continúa hasta la localidad de Chichinales,
Provincia de Ŕıo Negro. En este mismo dique, sobre la margen derecha, se deriva un sistema de
riego menor.

La región bajo estudio abarca dos zonas, una en Ŕıo Negro desde el Dique Ballester hasta
cercańıas de Cipolletti, comprendiendo las ciudades de Barda del Medio, Contralmirante Cor-
dero y Cinco Saltos y que es abastecida por el sistema principal de riego; y otra en Neuquén,
con igual inicio y que finaliza en cercańıas de la ciudad de Neuquén y contiene a las localidades
de Vista Alegre Norte, Vista Alegre Sur y Centenario y se irriga mediante el sistema menor.

El ŕıo tiene dirección noroeste-sudeste y en ambas márgenes se desarrolla el valle fluvial que
en sus laterales noreste y sudoeste está limitado por las bardas, nombre con que se denomina a
las elevaciones de las mesetas en esta región. Las bardas presentan condición de borde de flujo
nulo.

El acúıfero esta constituido por dos horizontes: uno inferior de material grueso formado por
gravas y arenas sin cementar apoyado sobre material impermeable a una profundidad de 10
m. aproximadamente, y uno superior de material más fino que forma el suelo, con un espesor
promedio de dos metros que puede estar saturado en los peŕıodos de ascenso del nivel freático.

Para implementar el modelo se contó con información freatimétrica de los Distritos Cinco
Saltos y Centenario, proporcionada por la AIC, Autoridad Interjurisdiccional de Cuenca de
los Ŕıos Limay, Neuquén y Negro, que incluye: nombre del freat́ımetro, coordenadas, cota te-
rreno, y profundidad de la freática. También se dispuso de registros climatológicos, estudios
de evapotranspiración, de valores de conductividad hidráulica para distintas capas del terreno,
caracteŕısticas del Ŕıo Neuquén, cartas georeferenciadas y actividades antrópicas en la región.

Se presenta un modelo numérico para analizar el comportamiento hidrogeológico de este
acúıfero en ambas márgenes del ŕıo Se utilizó el software MODFLOW, modelo 3-D del flujo de
aguas subterráneas.

En el sector noreste, en la margen izquierda del ŕıo ubicada en Ŕıo Negro, debido a los
pocos datos topográficos, la interpolación realizada por el modelo se aleja significativamente
de la real, lo que produce un pobre ajuste entre los valores calculados y los observados en los
pozos de observación de esa zona. Sin embargo, en el resto del acúıfero, se captó correctamente



la dinámica hidrogeológica de la cuenca. Igual comportamiento se observó cuando se validó el
modelo con otros juegos de datos

Se concluye que en modelo estuvo bien formulado, se logró estabilidad numérica y concor-
dancia adecuada entre valores medidos y valores calculados.

Filtrado e identificación de parámetros mediante métodos bayesianos
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Sea un sistema dinámico modelizable mediante ecuaciones diferenciales ordinarias con sus
correspondientes valores iniciales, cuya salida -perturbada por ruido de observación- es registra-
da en una red discreta. El sistema depende de varios parámetros, total o parcialmente inciertos.
En estas circunstancias se plantea el problema general de filtrar los datos se salida y, simultáne-
mente, estimar los parámetros. Eventualmente este problema de estimación puede asociarse a
un problema de diseño o ajuste de controles. La metodoloǵıa adecuada de trabajo depende
fuertemente de la estructura del modelo. En general los métodos óptimos, basados en el filtro
de Kalman, sólo son apropiados cuando el modelo es lineal en aquello que se desea estimar (el
estado y/o los parámetros). Si éste no es el caso, deberán implementarse métodos sub-óptimos
como los filtros de Kalman extendidos, los filtros de grilla o de part́ıculas. Sin embargo el di-
seño de una estrategia eficiente requiere de un cuidadoso balance del método de filtrado y el
de estimación. En esta presentación se analiza el caso de dos modelos no lineales, de primero
y segundo orden, con salida unidimensional. Se implementan técnicas bayesianas de filtrado y
estimación destacándose su performance, ventajas y desventajas.
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Expositor: Luis Alcalá (Universidad Nacional de San Luis, lalcala@unsl.edu.ar)
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This paper develops a model of dynamic decisions made by a finite number of agents who
have constant but heterogeneous discount factors. It is shown that the construction of Pareto
optimal allocations for the group of agents has an equivalent formulation as a dynamic pro-
gramming problem for a single decision maker with variational preferences. Such preferences
can be represented by a recursive, multiple-priors utility and a Bayesian updating process for
such set of priors. Therefore, aggregate preferences are dynamically consistent.



Múltiples resonancias en redes neuronales conectadas v́ıa gap junctions con
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drea.bel@uns.edu.ar)
Autor/es: Andrea L. Bel (Departamento de Matemática. Universidad Nacional del Sur, an-
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En este trabajo consideramos una red neuronal conectada v́ıa gap junctions con delay y
estudiamos las respuestas subumbral de la red a corrientes oscilatorias externas. Caracterizar
las resonancias subumbral de amplitud y de fase es de gran importancia para determinar la
generación de potenciales de acción en neuronas aisladas y su sincronización en la red de la
que forman parte. Este tipo de redes han sido consideradas, por ejemplo, en el análisis de
sincronización de spikes y bursting en redes de dos o más neuronas [2] y en el estudio de
oscilaciones muy rápidas [3].

Cada neurona en la red es modelada con una ecuación de tipo Hodgkin-Huxley de dos
dimensiones, describiendo las propiedades biof́ısicas del circuito eléctrico subyacente [1]. La
conexión entre neuronas es de tipo eléctrico, se modela utilizando gap junctions y agregando un
delay constante. Este delay está asociado con la propagación de la señal a lo largo de axones y
dendritas.

En primer lugar analizamos el modelo con delay linealizado para caracterizar y determi-
nar las múltiples resonancias de amplitud y de fase, siguiendo la metodoloǵıa propuesta en
[4]. Estudiamos cómo el delay genera distintas frecuencias naturales en la red que a su vez
están asociadas a la multiplicidad de resonancias. Mostramos que la caracterización anterior,
en un amplio rango de parámetros, permite estudiar la respuesta subumbral en modelos no
lineales considerando distintas corrientes iónicas. Discutimos sobre las implicancias de nuestros
resultados para redes más extensas.
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Muchos procesos celulares involucran algún tipo de modificación post-traduccional de pro-
téınas. Hemos definido una subclase muy especial de estos mecanismos, por su abundancia en la
naturaleza y las caracteŕısticas particulares en las topoloǵıas de sus redes, que es la de aquellos
que presentan Modificaciones de tipo Enzima-Sustrato o Intercambio con Intermedios (Modifi-
cations of type Enzyme-Substrate or Swap with Intermediates), llamados sistemas MESSI.

Un subconjunto de estas redes son los sistemas MESSI s-tóricos, donde la topoloǵıa de la
red permite construir binomios expĺıcitos que describen las relaciones entre las concentraciones
de las distintas especies en los estados estacionarios positivos del sistema. Ejemplos de sistemas
MESSI se encuentran en [2,3,6,7] y sus referencias, donde la mayoŕıa son s-tóricos. Para los
sistemas MESSI s-tóricos, caracterizamos teóricamente la ocurrencia de monoestacionariedad.
Bajo algunas hipótesis adicionales, que aseguren que el sistema tiene la capacidad de ser mul-
tiestacionario, mostramos cómo construir dos estados estacionarios distintos y constantes de
reacción que certifiquen esta condición, basados en [4,6] y la teoŕıa de matroides orientados
[1]. Hemos desarrollado un primer algoritmo que implementa estos resultados en el sistema de
software libre Octave [5].
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Ante el problema de la infección por parte del virus de inmunodeficiencia humana (VIH)
de células T CD4+, considerando además el efecto causado por la terapia de tratamiento al
individuo portador, se presenta un modelo anaĺıtico con ecuaciones de difusión fraccionarias
respecto al tiempo para la densidad de células sanas y la densidad de células infectadas, con el
fin de comprobar cómo evoluciona la infección y si es posible encontrar un estado de equilibrio
entre células sanas e infectadas. El modelo fraccionario con derivadas fraccionarias de Caputo
es el siguiente:

Dα(T ) = s− kLT − µT + (ηε+ b)I
Dα(I) = kLT − (µ1 + ε+ b)I
Dα(V ) = (I − η)εI − δV
Dα(L) = NδV − cL

donde T representa la densidad de las células T CD4+ susceptibles; I representa la densidad
de células T CD4+ infectadas antes de la transcripción inversa; V representa la densidad de
células T CD4+ infectadas en las que la transcripción inversa es completada y son capaces
de producir virus; L representa la densidad del virus; 0 < α ≤ 1 es el orden de derivación
fraccionario; y s; k;µ; η; ε; b;µ1; δ;N ; c son parámetros. Se demuestra existencia y unicidad de la
solución al modelo, y se resuelve numéricamente utilizando el Método del Trapecio Generalizado,
estudiando además la convergencia y estabilidad del modelo.
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El cáncer de mama (CM) es el principal cáncer y primera causa de muerte por cáncer en la
mujer, a nivel mundial. En Argentina, se producen 5600 muertes por año por CM y se estima
que se producirán más de 19.000 nuevos casos por año, con una tasa de mortalidad ajustada
por edad de 18,3 por 100.000 habitantes. En la Provincia de Neuquén la principal causa de
muerte son los tumores, y el cáncer de mama es la forma más común de cáncer en mujeres,
y la principal causa de muerte. La tasa de mortalidad en Neuquén es de 20,2 por 100.000 mil
habitantes, y ha mantenido una tendencia en ascenso desde el año 1986.

El presente trabajo tiene como objetivo colaborar con el Programa de Prevención Tempra-
na de Patoloǵıa Mamaria brindando herramientas para delinear poĺıticas públicas tendientes a
disminuir la mortalidad por cáncer de mama en la provincia. Con este objetivo se analizó si
existen diferencias geográficas en la mortalidad por cáncer de mama entre las distintas áreas pro-
gramáticas de la provincia a partir del suavizado de las Razones Estandarizadas de Mortalidad
(REM) con un modelo lineal generalizado mixto (GLMM) donde proponemos contralar la extra-
variación de las REM producida por la dependencia espacial, proponiendo unidades espaciales
vecinas con el grafo de Voronoi y utilizando su grafo dual, la triangulación de Delaunay.

A partir de los datos de defunciones por cáncer de mama según Área Programática para
los años 2001-2005 y 2006-2010, provistos por la Dirección de Estad́ıstica de la Subsecretaŕıa
de Salud, se calcularon las tasas de mortalidad por CM brutas y ajustadas por edad para las
áreas programáticas. Asimismo, se calculó la REM por CM, utilizando un ajuste indirecto a
partir de la población y casos esperados de Argentina según el Atlas de Mortalidad por Cáncer
en Argentina en peŕıodos 1997-2001 y 2007- 2011. Se confeccionó una capa con la información
georreferenciada de los mamógrafos en funcionamiento en la provincia de Neuquén, tanto en el
subsector público como en el privado, ya que conocer el riesgo de mortalidad por CM en las
distintas áreas programáticas es una herramienta adicional para definir la localización de un
nuevo mamógrafo, considerando además la complejidad de los distintos hospitales y la densidad
poblacional en cada área programática.
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Las ecuaciones diferenciales impulsivas se han comenzado a usar recientemente para modelar
el comportamiento de la biomasa de poblaciones ict́ıcolas donde se aplican variaciones pulsantes,
ya sea por captura masiva o por siembra periódica de alevines, junto con peŕıodos de veda.
Los criterios suficientes usuales que garantizan la estabilidad de tales sistemas diferenciales
impulsivos requieren condiciones muy particulares sobre las matrices que definen el sistema, que
raramente se satisfacen al usar estos modelos para problemas aplicados reales. Aqúı presentamos
un criterio sencillo que no requiere que las matrices tengan una forma especial, o que tengan
alguna relación particular entre ellas. Los sistemas de ecuaciones diferenciales impulsivas, como
los descriptos abajo, están regidos en ciertos intervalos de tiempo, por una ecuación diferencial,
pero en una sucesión de instantes de tiempo, se perturba el valor de la solución en ese instante,
con un impulso puntual: {

X ′(t) = f(t,X(t)) si t 6= τk
X(τk) = g(τk, X(τ−k )) si t = τk

(14)

donde τ1, τ2, · · · τk, ... son los tiempos de impulso.
Si bien nos interesan problemas con f(t,X(t)) generales, podemos considerar en una primera

aproximación funciones lineales, autónomas respecto de t , es decir, con AX(t) en lugar de
f(t,X(t)) , interpretando dichas ecuaciones como la situación estacionaria para f a partir de
ciertos valores de t , en adelante, - asumiendo que f(t, ·) se comporte en forma casi lineal ((a
largo plazo))-. También supondremos g ≈ BX . Es decir, trabajamos con sistemas de la forma{

X ′(t) = AX(t) si t 6= τk
X(τk) = BX(τ−k ) si t = τk

(15)

En el caso general (1) , solo puede encararse la cuestión de la estabilidad de manera emṕırica,
ya que no se conocen criterios generales.

Una versión más detallada de este trabajo puede hallarse en: Romina Cardo y Alvaro Cor-
valán, ”Estabilidad de ciertos Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Impulsivas”, Revista de
Matemática de la Universidad del Atlántico MATUA Vol. 3, Núm. 1 (2016)

Modelo de dinámica y control de epidemia de dengue con información a gran
escala.

Expositor: Gabriel Moyano (FCEFyN - CONICET, gmoyano@famaf.unc.edu.ar)
Autor/es: Gabriel Moyano (FCEFyN - CONICET, gmoyano@famaf.unc.edu.ar)

El objetivo principal de este trabajo es resolver un problema de control con el fin de mi-
nimizar un brote epidémico de fiebre dengue mediante una estrategia de fumigación óptima.
Aqúı se propone realizar un enfoque del problema donde se describe el sistema de ecuaciones
diferenciales que representan la dinámica espacio–temporal de un brote de fiebre dengue con
parámetros obtenidos mediante información de los sensores de gran escala. El modelo de dinámi-
ca utilizado para los vectores es derivada de una ecuación de reacción–difusión no homogénea.
Luego esta ecuación es propuesta como representación de las poblaciones de insectos en un mo-
delo epidemiológico para una enfermedad trasmitida por vectores descripto en compartimientos,
donde además se agregan las ecuaciones que representan la población de los huéspedes también
separados en compartimientos respecto a su estado frente a la enfermedad, obteniendo aśı un
modelo que en la bibliograf́ıa clásica se conoce como S−E−I para los vectores y S−E−I−R
para los huéspedes. Esto será modelizado mediante una simulación numérica de las ecuaciones
diferenciales en diferencia finitas. A continuación se planteará un problema de optimización



donde se introduce una variable de control que representa una posible estrategia de fumigación,
de tal forma que el objetivo del problema es encontrar una estrategia óptima en el sentido que
se minimiza la cantidad de huéspedes expuestos al virus de la enfermedad y la cantidad de
insecticida en las fumigaciones, esto además sujeto a un conjunto de restricciones que se derivan
del modelo f́ısico.
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Presentamos un marco general para encontrar parámetros “expĺıcitos” para los que existan
múltiples estados de equilibrio positivos y no degenerados en redes de reacciones bioqúımicas,
basado en el reciente art́ıculo de Bihan y Spaenlehauer [1].

Como primer paso aplicamos este resultado para estudiar la multiestacionariedad en la
familia de sistemas de fosforilaciones secuenciales con n sitios. Estos procesos de fosforilación /
desfosforilación consisten en la modificación de protéınas mediante enzimas, que añaden o quitan
un grupo fosfato en un lugar espećıfico, induciendo un cambio estructural que permite/impide,
que la protéına pueda llevar a cabo su función. Dichos sistemas fueron estudiados en [3], donde
dan cotas y condiciones de mono/multiestacionariedad en los parámetros, con un interesante
tratamiento ad hoc. Asimismo, en [2] dan condiciones sobre las constantes de reacción para la
ocurrencia de multiestacionariedad para el caso n = 2, mediante argumentos de teoŕıa de grado.

En nuestro trabajo, a partir del sistema dinámico asociado a las redes de fosforilaciones
con n sitios, obtenemos un sistema de ecuaciones polinomiales que están en el marco de [1].
Damos condiciones en las constantes de reacción y en las concentraciones totales para que haya
al menos dos śımplices “decorados” [1] en la triangulación de la cápsula convexa de nuestro
soporte y mediante un reescalamiento del resto de los parámetros, garantizamos la existencia
de dos o más estados de equilibrio positivos no degenerados.

Esperamos usar esta nueva herramienta de geometŕıa algebraica real en otros ejemplos de
importancia biológica como las cascadas enzimáticas.
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Expositor: Damián Knopoff (FaMAF (UNC) - CIEM (CONICET), Córdoba, damiankno-
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En este trabajo se presenta un modelo matemático para el crecimiento bacteriano, muta-
ciones, transferencia horizontal y el desarrollo de resistencia a los antibióticos. El modelo se
basa en la llamada teoŕıa cinética de part́ıculas activas que es capaz de capturar las principales
caracteŕısticas de complejidad del sistema, el cual está constituido por células bacterianas e in-
munes que son vistas como part́ıculas activas cuyo estado microscópico se describe mediante una
variable escalar. Las part́ıculas interactúan de una manera no lineal y la evolución temporal del
sistema se describe mediante una función de distribución sobre el estado microscópico. Mostrare-
mos la derivación del modelo y su capacidad para describir uno de los problemas fundamentales
de la medicina moderna, a saber, la resistencia bacteriana a los antibióticos.
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Resumen

Algunas tecnoloǵıas en problemas de imágenes como la tomograf́ıa computada y la tomo-
graf́ıa computada de emisión monofotónica o SPECT (Single Photon Emission Computed
Tomography), se basan en una teoŕıa matemática para la reconstrucción de la imagen. En
general, el sistema de adquisición de datos es modelado por transformaciones integrales de
ĺınea o de superficie cuya invertibilidad garantiza la reconstrucción del objeto de interés.
Además de los algoritmos de inversión basados en fórmulas anaĺıticas, los equipos utilizan
diversos métodos numéricos para la reconstrucción de la imagen a partir de los datos ad-
quiridos. En este trabajo, nos ocupamos de la reconstrucción de una imagen bidimensional,
representada por una función que denotamos f , a partir de imágenes obtenidas por medio
de la transformada PTV (transformada-V con eje pivotante [1]), basándonos en el método
de elementos finitos (ver por ejemplo [2], [3]). Espećıficamente, tomamos una partición finita
de rectángulos Th de la región R ∈ R2×2 donde se encuentra la imagen y funciones bilineales
(conocidas como Q1) definidas en los elementos de Th. Luego consideramos la proyección
fh de la función de interés f en este espacio de funciones que llamamos V h. Por tratarse
de un espacio de dimensión finita, podemos escribir de manera única fh como combinación
lineal de una base de V h. El problema entonces se reduce a encontrar los coeficientes de la
combinación lineal para obtener fh y aśı poder estimar f .
Los resultados numéricos obtenidos muestran la eficacia del método para la resconstruc-
ción de las imágenes. Aqúı mostramos y discutimos los resultados obtenidos para distintos
ejemplos.
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Las wavelets y el análisis de multirresolución [1, 2] constituyen una potente herramienta
para afrontar problemas fundamentales en el tratamiento de señales. Entre ellos se encuentran
la compresión, reducción de ruido, detección de determinados patrones o irregularidades locales
en ciertos tipos de señales (electrocardiogramas, vibraciones de motores, etc.).

La teoŕıa wavelet ha experimentado un gran desarrollo en las dos últimas décadas mostrándose
muy eficiente en procesos donde otras técnicas, como por ejemplo la transformada rápida de
Fourier, no resultan satisfactorias.

No existe una transformada wavelet que resuelva todos los problemas; a partir de la modelación
del proceso y de un análisis previo del tipo de señal a tratar y del objetivo que se pretenda,
se busca la familia de wavelets que mejor coincida con las caracteŕısticas de la señal a estu-
diar. Aśı están, entre otras, las familias de wavelets de Haar, o las de Daubechies. Una de las
principales ventajas de las wavelets frente a los métodos clásicos, es que en muchas ocasiones
éstas presentan buena localización en tiempo y en frecuencia, disponiendo incluso de bases de
wavelets con soporte compacto.

La transformada wavelet está asociada con un análisis multirresolución de la señal. A distintos
niveles de resolución tenemos una base de wavelets. Concretamente, cuando mayor detalle pre-
tendamos obtener en una señal (mayor resolución), mayor número de funciones por unidad de
longitud tendremos en nuestra base de wavelets.

En este trabajo se describen los aspectos básicos del análisis multirresolución, su aplicación en
la descomposición de una señal, y la utilización de herramientas de Teoŕıa de la Información[3]
para estimar y caracterizar las enerǵıas locales en las distintas escalas, a partir de los coeficientes
wavelets. Se muestran resultados con señales electrocardiográficas (ECG).
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Regularización espectral-wavelet de orden óptimo para problemas inversos
lineales mal condicionados.
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Aplicada del Litoral, IMAL, CONICET-UNL; Departamento de Matemática, Facultad de Bio-
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En este art́ıculo consideraremos problemas inversos lineales de la forma

Kx = y (16)

donde K es un operador lineal acotado de rango no cerrado entre dos espacios de Hilbert X y Y
y y es el dato que se supone conocido, quizás con un cierto grado de error. Es bien sabido que
bajo esas condiciones, el problema de encontrar x en (1) es mal condicionado, lo que se refleja
en la no acotación de la pseudoinversa K† del operador K.

Antes de intentar resolver el problema (1) éste debe ser regularizado. Distintos métodos de
regularización aparecen en la literatura.

En 2006, Klann, Maass y Ramlau ([2]) utilizaron un método de dos pasos para regularizar el
problema (1). En ese trabajo, los autores primero construyen un operador de umbralado wavelet
Sλ (donde λ es el parámetro de umbralado) y luego aplican un método de regularización espectral
clásico Rα (aqúı α es el parámetro de regularización). Para el caso de datos con ruido yδ, con
‖y − yδ‖ ≤ δ, este enfoque resulta en aproximaciones de las soluciones del problema (1) de la
forma

xδα,λ
.
= Tα,λ y

δ = RαSλ y
δ, (17)

En este trabajo presentaremos una generalización del método de dos pasos de Klann, Maass
y Ramlau, utilizando métodos espectrales clásicos generales tales como como Landweber, ex-
pansión en valores singulares truncados (TSVD), entre otros ([1]). Mostraremos que bajo ciertas
condiciones sobre las funciones espectrales del asociadas al operador de regularización, las apro-
ximaciones definidas por (2) con el método de dos pasos resultante, es de orden óptimo.
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En la presentación anterior [1], se han expuesto algunos avances basados en la teoŕıa 2-
microlocal para la detección y caracterización de fenómenos de rápida variación en frecuencia
(chirps) de señales de electroencefalogramas (EEG), [2]. Estas técnicas permitiŕıan la caracteri-
zación de eventos asociados a singularidades puntuales de la señal, como es el caso de los chirps
hiperbólicos o las ondas de gravedad.

Sin embargo existen otro tipos de chirps, suaves y de corta duración, normalmente inmersos
en una señal compleja. En este caso las técnicas basadas en el Análisis 2-microlocal [3,4], no
permitiŕıan su caracterización o detección ya que su presencia se limita a una banda limitada
de frecuencias.

En esta presentación expondremos técnicas alternativas de detección y caracterización ba-
sadas en paquetes de wavelets en el contexto de un AMR [5], combinadas con la aplicación de
la transformada de Hilbert.
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La teoŕıa de la reducción es una de las técnicas que ha tenido mayor influencia en el desarrollo
de la mecánica geométrica. Esencialmente, la reducción permite disminuir la dimensión del
espacio de fases de un determinado sistema mediante el empleo de simetŕıas. En esta charla
discutiremos brevemente el problema inverso en una situación particular: dada una ecuación
diferencial de segundo orden en un espacio de fases reducido, caracterizamos las ecuaciones de
segundo orden del espacio original que se proyectan en ella. El caso de un sistema Lagrangiano
se describirá en detalle.

Flujos cotangentes discretos: existencia y convergencia
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La noción de sistema mecánico (a tiempo) discreto está fuertemente motivada por el pro-
blema de integración numérica geométrica en Mecánica Clásica. En analoǵıa con los sistemas
Lagrangianos que esta última comprende, un sistema tal toma posiciones en una variedad dife-
rencial de dimensión finita Q, el espacio de configuración, y evoluciona de acuerdo a un principio
variacional que involucra una función Lagrangiana discreta Ld con dominio en Q×Q, el espacio
de fases discreto, generando aśı un flujo discreto

FLd : Q×Q→ Q×Q.

Por un lado, como muestran Marsden y West en [MW01], asociado a un sistema mecánico
discreto existe naturalmente un flujo cotangente discreto según

F̃Ld := F+Ld ◦ FLd ◦ (F+Ld)
−1 : T ∗Q→ T ∗Q,

donde F+Ld : Q×Q→ T ∗Q es una versión discreta de la conocida transformada de Legendre.
Por otro lado, en la práctica, la discretización de un sistema Lagrangiano (Q,L) permite

construir para cada paso de tiempo h un sistema mecánico discreto (Q,Ld,h). Idealmente, cuan-
do h es suficientemente pequeño, el flujo FLd,h aproxima la evolución del sistema continuo a
tiempo h.

En esta comunicación nuestro objetivo es probar –usando técnicas de Cuell y Patrick desa-
rrolladas en [PC09]– que la familia de flujos cotangentes discretos F̃Ld,h : T ∗Q→ T ∗Q asociados
a ciertas discretizaciones de un sistema Lagrangiano (Q,L) depende de h con suavidad contro-
lada y que, a diferencia del comportamiento singular de la familia de flujos discretos FLd,h ante
una condición inicial fija, ésta converge a la identidad cuando h tiende a cero.
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En este trabajo se estudia la existencia de puntos de impasse en una familia de circuitos no
lineales en conexión serie. Cada elemento de la familia se puede representar por una Ecuación
Diferencial Impĺıcita Cuasilineal -EDICL-, de la forma a(x)ẋ = f(x), donde:

a(x) =

C(x1) 0 0
0 L(x2) 0
0 0 0

 , f(x) =

 x2

−x1 − x3

x2 −Ψ(x3)

 ,



C,L : R → (0,+∞) son funciones anaĺıticas reales posiblemente no lineales y, x2 = Ψ(x3) es
una función anaĺıtica real no constante y no lineal que representa la relación voltaje-corriente.
Como aporte original, en este trabajo se establece una condición que garantiza la existencia
de puntos de impasse en el circuito, entendiéndose por puntos de impasse a las singularidades
donde las soluciones colapsan en tiempo finito con velocidad infinita. Los puntos de impasse en
un circuito pueden indicar que su modelo es defectuoso y debe ser remodelado aumentando el
orden del sistema, por ejemplo con la incorporación de elementos parásitos. Existen resultados
generales que dan respuesta a la existencia de puntos de impasse [1,2] pero, los que hemos
obtenido para estos circuitos permiten detectarlos de una forma extremadamente sencilla. Ilus-
tramos con un circuito de la familia que incluye un elemento memoryless no lineal de tercer
grado, tal como un diodo-túnel [3].

Soluciones de cruce en puntos de equilibrio singular. Aplicación a un circuito
RLC no lineal.
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En este trabajo estudiamos la existencia de soluciones de cruce por equilibrios singulares en
un circuito RLC no lineal que se representa por medio de una ecuación diferencial algebraica
-EDA-.

La forma general de una EDA es:

A(x)ẋ = f(x), (18)

donde A ∈ C2(Rn,Rn×n) y f ∈ C2(Rn,Rn).
Los puntos singulares x∗ de (1) son aquéllos que verifican detA(x∗) = 0. Se llama equilibrio
singular de la EDA a un punto singular x∗ ∈ Rn que además cumple f(x∗) = 0. Una solución
de cruce es una solución de (1) que ”cruza” el conjunto singular en tiempo finito. Un punto
de cruce es un punto singular por el que pasan soluciones de cruce. En este trabajo estamos
interesados en las soluciones de cruce por equilibrios singulares.
Como aplicación estudiamos las ecuaciones de un circuito RLC con resistor, capacitor e inductor
en paralelo. Más precisamente, estudiamos el circuito que se modela por la EDA de la forma
(1), con x = (x1, x2, x3, x4)T ∈ R4, donde tttt

A(x) =


0 0 0 0

tttt0 0 0 0
t0 0 L(x3) 0
tttt0 0 0 C(x4)

 y ttttf(x) =


x1 + x2 + x3

tg(x1, x4)
ttttx4

ttttx2

 ,

ttttttttsiendo xi = Ii, para 1 ≤ i ≤ 3, la corriente en la i-ésima rama del circuito y x4 = V
la cáıda del voltaje (común en las tres ramas). En la rama de la resistencia x1 = I1 y x4 = V
están relacionados por una ecuación g(I1, V ) = 0, donde g : R×R→ R es una función suficien-
temente suave que supondremos no lineal. tttt ttttEn este caso analizamos el equilibrio singular
del sistema, y mostramos que este equilibrio puede ser un punto de cruce, dependiendo de la
elección de la función g.
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The notion of port Hamiltonian system has been studied by A. Van der Schaft and collabo-
rators (see for instance Proceedings of the International Congress of Mathematicians, Madrid,
Spain, 2006) and many developments and applications have appeared afterwards. One of the
important aspects of this theory is the notion of interconnection. In this talk I will show some
work in progress where we introduce a more general notion, namely, port-Dirac systems. We
do this by using a categorical description rather than a (modulated) matrix representation.
The notion of interconnection is generalized accordingly and examples of physical systems are
described.

Extensiones centrales y sistemas hamiltonianos: de Korteweg-de Vries a
Wess-Zumino-Novikov-Witten

Expositor: Hugo Montani (Universidad Nacional de la Patagonia Austral; Unidad Académica
Caleta Olivia; Depto. de Ciencias Exactas y Naturales / CONICET, hsmontani@gmail.com)
Autor/es: Hugo Montani (Universidad Nacional de la Patagonia Austral; Unidad Académica
Caleta Olivia; Depto. de Ciencias Exactas y Naturales / CONICET, hsmontani@gmail.com)

Las extensiones centrales de álgebras y grupos de Lie aparecen naturalmente en f́ısica cuánti-
ca como consecuencia de la realización proyectiva de las simetŕıas del sistema sobre el espacio
de estados. Sin embargo, a nivel clásico también juegan un rol importante en la construcción de
sistemas hamiltonianos asociados a álgebras de Lie afines. Estas álgebras y sus representaciones
constituyen herramientas constructivas fundamentales en las denominadas Teoŕıas de Campos
Conformes y Teoŕıa de Cuerdas. En esta presentación se recorrerán algunos aspectos geométri-
cos de estos sistemas, describiendo las construcciones hamiltonianas que conducen a sistemas
como la ecuación de Korteweg-de Vries y el modelo de Wess-Zumino-Novikov-Witten, y algunas
otras aplicaciones en modelos de f́ısica teórica.

Reducción de Routh y sistemas integrables AKS
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La reducción de Routh es un procedimiento de reducción Lagrangiana similar a la reduc-
ción de Marsden-Weinstein [GGMM14, LC10, GMY16], en el sentido de que en ambos casos
la reducción se efectúa sobre una superficie de nivel de la aplicación momento. Motivados por
el hecho de que los sistemas integrables tipo AKS [AvM80, Kos79, Sym80] pueden obtenerse
de un esquema de reducción de Marsden-Weinstein [RSTS79, RSTS81], el objetivo de la pre-
sente comunicación es utilizar reducción de Routh como una formulación novedosa del sistema
Lagrangiano presentado en [FG02].
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En este trabajo se investiga una familia de variedades Lorentzianas compactas de dimensión
tres. Se demuestra que toda geodésica luz es no periódica, mientras que toda geodésica tipo
tiempo es cerrada. Se calcularon además sus grupos de isometŕıas.

Para construir dichas variedades se utilizó el grupo de Lie semisimple SL(2,R) dotado con
una métrica Lorentziana bi-invariante, se estudiaron sus geodésicas y una familia de lattices
aritméticos cocompactos. El comportamiento de las geodésicas luz en estas variedades de di-
mensión tres es opuesto al hallado en una familia de variedades Lorentzianas compactas de
dimensión cuatro [1], donde todas se cierran.
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Reducción de Sistemas Hamiltonianos Generalizados
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Cendra, Marsden y Ratiu desarrollaron la reducción Lagrangiana de sistemas mecánicos
en [3]. Para hacerlo consideran una conexión principal en el fibrado principal determinado
por la acción que define la simetŕıa del sistema. Asi mismo, en [2] se presenta la contraparte
Hamiltoniana de este proceso de reducción.

Por otro lado, en [4] los autores desarrollan la reducción de un sistema mecánico noholónomo
(standard) también en el marco Lagrangiano. Estos sistemas son aquellos para los cuales los
v́ınculos variacionales están determinados por los v́ınculos cinemáticos.

Luego, en [1] se desarrolló la reducción de los sistemas lagrangianos generalizados que in-
cluyen los sistemas en los cuales losv́ınculos variacionales son independientes de los v́ınculos
cinemáticos.

En [5], se desarrolló un proceso de reducción Lagrangiana alternativo para estos sistemas
noholónomos genrealizados que permite realizar la reducción de sistemas con v́ınculos de orden
superior. Esta reducción alternativa utiliza dos conexiones principales, una de ellas es usada
para identificar espacios y la otra para descomponer los v́ınculos variacionales. Para trabajar
con los v́ınculos de orden superior, se consideran ciertos objetos geométricos que generalizan la
idea de conexión, las l-conexiones.

En esta comunicación presentamos la contraparte Hamiltoniana de este proceso de reducción
alternativo presentado en [5]. Consideramos sistemas Hamiltonianos con v́ınculos noholónomos
generales en presencia de una simetŕıa y realizmos su reducción variacional.

Asimismo consideramos sistemas Hamiltoniamos con v́ınculos de orden mayor y su reduc-
ción. Para ello trabajamos con aplicaciones análogas a las l-conexiones definidas en [5].
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CURVATURA DE UNA CONEXION DISCRETA: UNA PROPUESTA.
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Una conexión en un G-fibrado principal π : Q −→ Q/G se puede definir a partir de una
1-forma A : TQ −→ g (con ciertas propiedades), donde g es el álgebra de Lie de G. Muy útil
en el estudio de los fibrados con conexión resulta ser la curvatura B de la misma (ver [4]). Más
aún, en muchas aplicaciones de la Teoŕıa de Fibrados, es la curvatura y no la conexión misma
el objeto que aparece expĺıcitamente.

En [5] se introduce la noción de conexión discreta para poder llevar a cabo un proceso de
reducción de sistemas mecánicos con variable temporal discreta que aparece en [2] y que es
análogo al usado para la reducción de sistemas con variable temporal continua (ver [1]). Una
conexión discreta en el fibrado principal π queda determinada por un función Ad : Q×Q −→ G
(con ciertas propiedades). A diferencia del caso de las conexiones, hasta el momento no se tiene
una noción de curvatura de una conexión discreta.

En esta comunicación proponemos definir la curvatura de la conexión discreta Ad como la
función Bd : Q×Q×Q −→ G dada por

Bd(q0, q1, q2) := Ad(q2, q0)Ad(q1, q2)Ad(q0, q1)

e ilustrar algunas de sus propiedades. Por ejemplo, en el caso de conexiones, la curvatura es la
obstrucción a la posibilidad de trivializar localemente al fibrado junto con la conexión. Discuti-
remos una versión de este resultado para conexiones discretas.

Por último, en el contexto Riemannianno de [3], veremos como una conexión continua con
curvatura nula da lugar a una conexión discreta con curvatura trivial.
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Uno de los intereses principales de la mecánica geométrica es estudiar los sistemas mecánicos
que presentan simetŕıas dada por una acción de un grupo de Lie. El estudio de estos sistemas
con simetŕıa y sus propiedades es abordado por la llamada Teoŕıa de Reducción. El objetivo
de esta teoŕıa es relacionar el sistema con simetŕıa con un sistema reducido que presenta una
dinámica que, en algún sentido, resulta más sencilla de describir que la dinámica del sistema
original. Este proceso es utilizado para estudiar la reducción de sistemas mecánicos con simetŕıa
tanto en el contexto hamiltoniano como en el contexto lagrangiano. Esta misma situación se
presenta para los sistemas mecánicos con variable temporal discreta, dando lugar a una Teoŕıa
de Reducción para estos sistemas [5].

En general, dado un sistema mecánico con grupo de simetŕıa G puede ser conveniente con-
siderar la reducción por un subgrupo H de G y, luego, en una segunda etapa la reducción de
la simetŕıa residual en el sistema reducido obtenido, este proceso es llamado de reducción en
etapas. El problema en este punto es que el sistema obtenido luego de la primer reducción es
un sistema dinámico que, en general, no es un sistema mecánico. De este modo, el segundo
proceso de reducción no puede ser realizado en el contexto de sistemas mecánicos. Para el caso
de los sistemas mecánicos continuos este problema es abordado extendiendo la clase de sistemas
considerados más allá de los sistemas mecánicos. En el contexto de sistemas lagrangianos sin
v́ınculos esta construcción aparece en [1] y en el caso de sistemas lagrangianos con v́ınculos
no holónomos en [2] y [3]. Para el caso de los sistemas mecánicos discretos en [4] se aborda la
reducción en etapas de sistemas sin v́ınculos. Estos resultados son análogos a los que aparecen
en [1] para el caso de sistemas lagrangianos continuos.

En esta comunicación presentamos los primeros pasos en el estudio de la reducción en etapas
de sistemas mecánicos discretos con v́ınculos no holónomos. En este sentido observamos que, de
manera análoga a lo que sucede en el caso de los sistemas mecánicos continuos holónomos ([1]),
los sistemas mecánicos continuos con v́ınculos no holónomos ([2], [3]) y también en el caso de
los sistemas mecánicos discretos ([4]), es necesario extender la clase de sistemas considerados
para poder realizar el proceso de reducción dentro de esta nueva clase de sistemas y que el
proceso de reducción sea en algún sentido, un proceso cerrado dentro la clase de los sistemas
considerados. Más aún, introduciremos una familia de funciones que permiten relacionar los
sistemas con simetŕıa con los sistemas reducidos y que darán lugar a una categoŕıa dentro de la
cual puede realizarse el proceso de reducción en etapas descripto anteriormente.
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En el contexto de cálculos moleculares, la enerǵıa potencial de Coulomb electrón-núcleo,
expresada utilizando orbitales 1s de Slater, tiene la siguiente expresión

V (
−→
R ) = κ

∫ ∞
0

f(w)j0(w)dw

siendo κ una constante, j0(w) = sin(w)
w la función esférica de Bessel y f(w) la función dada

por

f(w) =

∫ 1

0

u(1− u)

p(u)
K

(
z

(
u,

w

p(u)

))
du,

para ciertas funciones K(x), z(u, y) y p(u), donde esta última depende del vector
−→
R

El cálculo de la enerǵıa potencial con esta formulación, presenta problemas en la evaluación
numérica, debido al comportamiento oscilatorio del integrando.

En este trabajo se propone un esquema de cálculo para la función f(w) a partir del uso de
aproximantes racionales de la forma

Ap(w) =
f(0)

1 + a2w2 + a4w4
.

Los coeficientes del denominador de Ap(w) se calculan utilizando interpolación osculatoria
y ajuste por mı́nimos cuadrados.

A partir del estudio del coeficiente a4, se han logrado establecer las condiciones suficientes
que deben verificar los puntos considerados para realizar el ajuste de datos. Ello permite asegurar
que este tipo de aproximantes provee un cálculo alternativo eficiente de la enerǵıa potencial.

En el conjunto de ejemplos utilizados para verificar el desempeño de esta propuesta, se
logran resultados con errores relativos del orden de lo esperado.
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