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interseccion de F es el grafo cuyo conjunto de vértices es F y .5;
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aristas de un grafo G es una familia € = {Q1, ..., Qx} de cliques
de G que cubren todas sus aristas; es decir, si uv € E(G) entonces
u,v € Q; para algini=1,... k.

S, = {1}, Su, = {1,2}, Suy = {2}, Su, ={2,3,4,5},
Sus = {3,4}, Sys = {1,4,5}.
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Cubrimiento vs. interseccidn
El nimero de interseccién, i(G), es el minimo nimero de elementos
de un conjunto S tal que G es el grafo de interseccién de un
familia de subconjuntos de S. El tamafio minimo de un cubrimiento
de aristas por cliques de un grafo G lo denotamos 0(G).

Erdds, Goodman, & Pdsa (1966)
Para todo grafo G, i(G) = 0(G).
Kou, Stock-Meyer & Wong (1978)

Es NP-completo decidir si dado un grafo G y nimero natural
k>2, 0G)=iG) <k.
Q1 = {v1,v2,v6}, Q2 = {v2,v3,v4}, Q3 = {v4,v5,06} ,

€= {Q17Q2aQ3}' f(s) = {{1}7{1’2}’ {2}’{2a3}7{3}a {173}}v y
0=1i=3.
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Grafos de interseccion de subarboles de un arbol

Un grafo es llamado cordal si no tiene ningtin ciclo con al menos
cuatro aristas como subgrafo inducido.



Grafos de interseccién de subarboles de un arbol

Un grafo es llamado cordal si no tiene ningtin ciclo con al menos
cuatro aristas como subgrafo inducido.

Buneman (1974), Gavril (1974), Walter (1978)

Un grafo es cordal si y solo si es interseccién de subarboles de un
arbol.
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Un vértice v de G es un vértice simplicial si su vecindario Ng(v) es
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Vértices simpliciales
Un vértice v de G es un vértice simplicial si su vecindario Ng(v) es
una clique en G' (un conjunto de vértices mutuamente adyacentes).
Sea 0 = [v1,...,v,] un ordenamiento de los vértices de un grafo
G. Decimos que o es un esquema de eliminacién perfecta si v; es
un vértice simplicial de G[{v;,...,v,}] paracadai=1,...,n.

Dirac (1961)

Todo grafo cordal tiene al menos un vértice simplicial. Ademds, si
G no es un grafo completo, entonces G tiene al menos dos vértices
simpliciales no adyacentes.
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u, v-separador) si u and v estan en diferentes componentes
conexas de G — S.
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Un subconjunto de vértices S de un grafo G es un conjunto
separador de dos vértices no adyacantes u y v (o un

u, v-separador) si u and v estan en diferentes componentes
conexas de G — 5. Diremos que una clique S es una clique
separadora minimal si S es una clique, un separador y ningtn
subconjunto propio de S es un separador.

Dirac (1961), Fulkerson y Gross (1965)
Sea G un grafo. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. G es cordal.
2. Toda clique separadora minimal es una clique. (Dirac, 1961)

3. G tiene un esquema de eliminacién perfecta. (Fulkerson y
Gross, 1965)

Rose, Tarjan y Lueker presentaron en 1976 un algoritmo que decide
en tiempo lineal si un grafo dado es cordal usando Lex-BFS.
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Cordalidad y comparabilidad en grafos de intervalos

Un digrafo D = (V, A) tiene una orientacién transitiva si

(a,b), (b,c) € A implica que (a,c) € A. Un grafo G es de
comparabilidad si se pueden orientar sus aristas de forma tal que el
digrafo resultante tenga orientacién transitiva. Hajos observé en
1958 que los grafos de intervalos son cordales y Ghouila-Houri en
1962 observé que si G es un grafo de intervalos entonces G es un
grafo de comparabilidad.

Teorema
Sea G un grafo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. G es un grafo de intervalos.

2. G es cordal y G es un grafo de comparabilidad. (Gilmore y
Hoffman, 1964)
3. Las cliques de G se pueden ordenar linealmente de forma tal

que para todo vértice v las cliques que lo contienen aparecen
consecutivamente en dicho orden. (Fulkerson y Gross, 1965)
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un camino que esquivan el vecindario del tercero.
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Caracterizacién de los grafos de intervalos

Tres vértices en un grafo G forman una tripla asteroidal si cada
uno de los tres pares de estos vértices estan conectados mediante
un camino que esquivan el vecindario del tercero.

Boland y Lekkerkerker (1962)
Sea G un grafo, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. El grafo GG es de intervalos.
2. El grafo G es cordal y no contiene ninguna tripla asteroidal.

3. El grafo G no contiene ninguno de los siguientes grafos como
subgrafos inducidos.

12--n 123-n 2
bipartite claw  n-net, n > 2 umbrella ntent, n>3 Cp,n>4

Reconocimiento en tiempo lineal mediante el uso de LexBfs
(Habib, McConnell, Paul, Viennot, 2000)
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Un grafo de intervalos unitarios es un grafo de intervalos que tienen
un modelo de intervalos F, tal que todos los intervalos en F tienen
la misma longitud. Tal modelo de intervalos es llamado modelo de
intervalos unitarios de un grafo. Un grafo de intervalos propio es
un grafo de intervalos, con un modelo de intervalos F que no tiene
ningln intervalo propiamente contenido en otro. Tal modelo de
intervalos es llamado un modelos de intervalos propios del grafo.

Roberts (1969)

Dado un grafo de intervalos G las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. G es un grafo de intervalos propio.

2. G es un grafo de intervalos unitarios.

3. G es un grafo que no contiene una garra : como subgrafo
inducido.
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La k-ésima potencia G* de un grafo G, es un grafo con el mismo
conjunto de vértices que G y dos vértices son adyacentes si y solo
si estdn a distancia a los sumo k en G.

Teorema
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» G es un grafo de intervalos unitarios (propios).

» ( es cordal y no contiene los grafos: claw, net, tent como
subgrafos inducidos (Roberts (1969), Lekkerkerker-Boland
(1962)).

» G es el subgrafo inducido de una potencia de un camino. (Lin
y otros (2011))

» Los vértices de GG tiene un orden tal quesiu <v < wy
uw € E(G), entonces uv € E(G) y vw € E(G) (Looges y
Olariu (1993)).

Los grafos de intervalos unitarios pueden ser reconocidos en
tiempo lineal mediante LexBfs (Corneil, 2004)
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Grafos (k)-intervalos

Dado un nidimero natural k, decimos que un grafo es (k)-intervalos
si admite un modelo de intervalos abiertos con todos sus inervalos
de longitud k y sus extremos enteros. Andlogamente se definen los
grafos [k]-intervalos con intervalos cerrados. Es facil probar que
todos los grafos de intervalos unitarios tienen una representacion
como un grafo (k)-intervalo para algdn nimero natural k. El
estudio de los grafos (k)-intervalos fue considerado por:

1990 Pirlot los estudié en el contexto de semidrdenes
representables con intervalos de longitud & dada.

1994 Mitas presenté un algoritmo para construir un
modelo de grafos (k)-intervalos con minimo k para
un grafo de intervalos unitarios dado.

2017 Soulignac reportd y reparé una falla en el algoritmo
de Mitas pero el algoritmo cambié su complejidad a
cuadratica.



Familias de grafos prohibidos

A partir de un intervalo Iy = (g, o) de longitud k con sus
extremos enteros y una secuencia de longitud 2k — 2 con k — 2 eles
y k erres, definimos el grafo de intervalos con 2k — 1 vértices cuyo
modelo estd formado por la familia de intervalos {Ij}gigl,

Ij = ({j—1 —k,rj—1 — k) si el j-ésimo elemento de la secuencia es
unalel; =(j_1+k—1,rj—1+k—1)siel j-ésimo elemento de
la secuencia es una R.



Familias de grafos prohibidos

A partir de un intervalo Iy = (g, o) de longitud k con sus

extremos enteros y una secuencia de longitud 2k — 2 con k — 2 eles
y k erres, definimos el grafo de intervalos con 2k — 1 vértices cuyo
modelo estd formado por la familia de intervalos {Ij}iigl,

Ij = ({j—1 —k,rj—1 — k) si el j-ésimo elemento de la secuencia es
unalel; =(j_1+k—1,rj—1+k—1)siel j-ésimo elemento de
la secuencia es una R. A dicha familia de grafos la denotamos por

F.
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Caracterizacion

Diremos que dos vértices en un grafo GG son gemelos si
Nlu] = N[v].



Caracterizacion

Diremos que dos vértices en un grafo GG son gemelos si

Nu]

= NJv].

Duran, Fernandez Slezak, G., Oliveira, Szwarcfiter (2018)

Sea GG un grafo de intervalos unitarios sin gemelos con n vértices y
k un nGmero natural. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1.

G es un grafo (k)-intervalos.

2. G es un grafo [k — 1]-intervalos.
3.
4. G es un subgrafo inducido de la (k — 1)-ésima potencia de un

G no tiene como subgrafo inducido a ningtin grafo en Fy11.

camino P}, con [ entre n and d(k — 1) + 1, donde d es el
diametro de G,



Resulados algoritmicos

La longitud de un modelo de intervalos es la distancia entre el
extremo izquierdo mas a la izquierda y el extremo derecho més a la
derecha.



Resulados algoritmicos

La longitud de un modelo de intervalos es la distancia entre el
extremo izquierdo mas a la izquierda y el extremo derecho més a la
derecha.

Duran, Fernandez Slezak, G., Oliveira, Szwarcfiter (2018)

Dado un grafo de intervalos unitarios G se puede encontrar en
tiempo cuadratico el minimo k para el cual GG tiene un modelo de
(k)-intervalos de minima longitud y exhibir un subgrafo prohibido
en Fj, para la clase de grafos (k — 1)-intervalos contenido en G.
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sus intervalos de la misma longitud. A los grafos de interseccién de
d-intervalos unitarios se los llama grafo d-intervalos unitarios.
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Es NP-completo decidir si un grafo es d-intervalos con d < k
para un grafo dado G.(West-Shmoys, 1984).

Es NP-completo decidir si tiene un representaciéon como grafo
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d-intervalos con d < k tal que cada punto de la recta real esta
cubierto por a lo sumo 7 intervalos (West-Shmoys, 1984).

Decidir si un grafo es 2-intervalos balanceado (con los
intervalos de cada 2-intervalo de la misma longitud) es
NP-completo (Gambette-Vialette, 2007).

Los grafos d-intervalos de profundidad dos pueden ser
reconocidos en tiempo lineal para cada d, y también en
tiempo lineal se puede entontrar el minimo d tal que G es un
grafo d-intervalos unitarios (Jiang, 2013).

No se conoce la complejidad de decidir si un grafo G es de
d-intervalos unitarios para d < k para un natural k > 2.
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Duran, Ferndndez Slezak, G., Oliveira, Szwarcfiter (2018+)

Sea G un grafo de d-intervalos. Entonces, G no contiene a
K1 2441 como subgrafo inducido si y solo si G es un grafo de
d-intervalos unitarios.

Este resultado generaliza la caracterizacién de Roberts para grafos
de intervalos unitarios.

Duran, Ferndndez Slezak, G., Oliveira, Szwarcfiter (2018+)

Sea G un grafo outerplanar. Si G' no contiene a K 2441 como
subgrafo inducido, entonces G es un grafo de (d + 1)-intervalos
unitarios.



Clases probe

» Sea G = (V, E) un grafo y G un familia de grafos. Un grafo
probe-G es un grafo cuyo conjunto de vértices se puede
particionar en dos conjuntos: un conjunto P de vértices probe
y un conjunto independiente N (conjunto de vértices no
adyacentes entre si) de forma tal que un grafo
G*=(NUP,EUF) en G, llamado probe G-completacién de
(3, se puede obtener a partir de G agregando un conjunto F'
(posiblemente vacio) de aristas con ambos extremos en F'.
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» Sea G = (V, E) un grafo y G un familia de grafos. Un grafo
probe-G es un grafo cuyo conjunto de vértices se puede
particionar en dos conjuntos: un conjunto P de vértices probe
y un conjunto independiente N (conjunto de vértices no
adyacentes entre si) de forma tal que un grafo
G*=(NUP,EUF) en G, llamado probe G-completacién de
(3, se puede obtener a partir de G agregando un conjunto F'
(posiblemente vacio) de aristas con ambos extremos en F.

» Un grafo G = (P U N, E), cuyo conjunto de vértices estd
particionado en un conjunto P de vértices probe y un conjunto
estable N de vértices nonprobe, se lo llama grafo particionado.

» Si un grafo particionado G = (P U N, E)) tiene una probe-G
completacién bajo esta particién, a G = (PUN, E) se lo
llama grafo probe-G particionado.

» Los grafo probe de intervalos unitarios y los grafos probe de
intervalos propios son la misma clase y ambos son superclases
de los grafos de intervalos y de intervalos unitarios,
respectivamente.
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» F. Bonomo, G. Duradn, G. and M.D. Safe presentaron caracterizaciones de los
grafos probe de intervalos y probe de intervalos unitarios dentro de algunas
superclases de los cografos (2013).

» Y. Nussbaum presenté un algoritmo de reconocimiento lineal para los grafos
probe de intervalos unitarios particionados (2014).

» R. McConnell y Y. Nussbaum probaron que los grafos probe de intervalos
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Grafos probe de intervalos unitarios particionados

Dentamos por F'" al grafo que se obtienen de F' agregdndole un
vértice universal.

G. (2017+)

Sea G = (PU N, E) un grafo de intervalos particionado. Entonces,
G es un grafo probe de intervalos unitarios particionado si y solo si
no contiene Hf para todo 1 <7 < 3y no contiene H; para todo
4 <4 <10 como subgrafos inducidos particionados.



Grafos probe de intervalos unitarios no particionados
G. (2018+)

Sea GG un grafo de intervalos, G es un grafo probe de intervalos
unitarios si y solamente si no contienen F;’ paratodo 1 <i <4y
F; para todo 5 < i < 19 como subgrafos inducidos mas 16 familias
infinitas de subgrafos prohibidos generados por concatenacién.
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Un grafo GG es k-probe-G si su conjunto de vértices se puede
particionar en a los sumo k conjuntos independientes N1,..., Ny
un conjunto P =V (G) \ (Ule NZ-) tales que se le pueden agregar
aristas a G con ambos extremos en algiin N; de forma tal que el
grafo resultante pertenece a la clase G. Definimos el width-G como
el minimo natural k tal que G es k-probe-G.

Chang, Hung , Kloks, Peng (2011)

Si G es la familia de los grafos completos, entonces G es k-probe-G

siy solosi 0(G) < k.

Corolario
Sea G la clase de los grafos completos. Dado un grafo G y natural
k es NP-completo determinar si el width-G es a lo sumo k.
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» Los grafos 1-probe-completos son exactamente los grafos split
completos, grafos sin Cy y K2+ K1 como subgrafos inducidos.

» Los grafos probe de bloques (grafos sin C4 ni diamantes como
subgrafos inducidos) fueron caracterizados por subgrafos
prohibidos de manera independiente por Le y Peng (2015), y
Bonomo, Durén, Figueiredo G., Safe y Szwarcfiter (2015),
estos (ltimos también caracterizan los grafos probe
co-bipartitos.

» Los grafos 2-probe de bloques fueron caracterizados por Le y
Peng (2017).

» Los grafos k-probe-completos fueron caracterizados por
subgrafos prohibidos para k = 2,3 por Le y Peng en 2018.
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Grafos Split y sus variantes

Un grafo es split si su conjunto de vértices se puede particionar en
un conjunto independiente y una clique. Los grafos split son
exactamente los grafos que no tienen Cy, C5 y 2K9 como
subgrafos inducidos (Foldes y Hammer, 1977). Le y Ridden en
2007 caracterizaron por subgrafos prohibidos y encontraron un
algoritmo de reconocimiento para los grafos probe split. Los grafos
k-probe-split son aquellos grafos cuyo conjunto de vértices se
puede paritcionar en un conjunto estable y un conjunto C' tal que
G[C] es k-probe completo. Sea spw(G) es el minimo k tal que G
es k-probe split.

Observacién B
G es k-probe split si y solo si existe una clique maximal C en G tal
que (G — C) < k.

Grippo (2018+)

Dado un grafo G' y un nimero natural k > 2, es NP-completo
decidir si spw(G) < k.
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completos y G[V};] estd formado por a lo sumo k completos, se dice
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y también en el caso que s 6 k sean fijos y mayores a 1.Farrugia
(2004) probé que es NP-completo decidir si un grafo dado tiene
una particién polar con s =16 k= 1. Notar que si s = k =1,
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como subgrafo inucido (unién disjunta de grafos completos) y
G[V;] es un grafo sin P3 como subgrafo inducido (un grafo
multipartitio completo). Si G[V;] estad formado por a los sumo s
completos y G[V};] estd formado por a lo sumo k completos, se dice
que G es (s, k)-polar. Chernyak y Chernyak (1986) probaron que
es NP-completo decidir si un grafo es polar para algin s y algun k,
y también en el caso que s 6 k sean fijos y mayores a 1.Farrugia
(2004) probé que es NP-completo decidir si un grafo dado tiene
una particién polar con s =16 k= 1. Notar que si s = k =1,
entonces el grafo es split. Si kK = s decimos que el grafo es k-polar.
Esta familia de grafos se puede caracterizar por una familia finita
de subgrafos prohibidos inducidos dentro de la clase de los
cografos. Hell, Hernandez-Cruz y Linhares Sales encontraron la
familia completa de cografos prohibidos para los grafos 2-polares
(2017+), un problema que fue propuesto por Ekim, Mahadev y de
Werra en 2008 para la clase general de grafos.
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Supongamos que G tiene una particién polar {V;, V,.}. Si V. forma
un conjunto independiento decimos que G es unipolar, y si V. es
una clique decimos que G es un grafo monopolar. Los
complementos de los grafos monopolares tales que Vj, tiene a lo
sumo k cliques forman una subclase de los grafos k-probe split.
Los starlike son los grafos de interseccién de subestrellas de una
estrella. Son una superclase de los grafos split y una subclase de
los grafos monopolares.

Cerioli y Szwarcfiter (2006)

Un grafo GG es starlike si y solo no contiene ninguno de los
siguientes grafos como subgrafos inducidos.
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Caracterizaciones

Le y Ridder caracterizaron los grafos probe split por subgrafos
prohibidos en 2007.

G. (2018+)
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Caracterizaciones

Le y Ridder caracterizaron los grafos probe split por subgrafos
prohibidos en 2007.

G. (2018+)

Sea G un cografo. G es 2-probe split si y solo si es cordal y no
contiene 4K, 2P3 + Ko, 2K5 + (Y, (04 V Kl) + K,
Ko + K4,K33, K24y 2K3 como subgrafos inducidos.

Los grafos monopolores donde cada una de las cliques en Vj, tiene
a lo sumo dos vértices los llamaremos 2-monopolares. Esta clase
tiene un reconocimiento en tiempo polinomial que se sigue
facilmente del algoritmo de reconocimiento de Eschen y Wang
(2014) para grafos monopolares.



Caracterizacién de los grafos 2-monopolares

G. (2018+)

Un grafo G es 2-monopolar si y solo si no contiene como subgrafos
inducidos a C}, con k > 5, Kg’g, 2P;, 2K3, P3 + K3, 3K>, 2P3,
P4 + K> ni ninguno de los grafos de la figura
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