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¢,De qué se trata esta charla?

Un problema de conteo
Contar la cantidad de arboles binarios que tienen una cantidad prefijada de
nodos internos.

Solucién de Euler 1751 y Catalan 1838:

Se define una serie asociada al problema de conteo.

Se reescribe la serie usando propiedades combinatorias.

Se piensa a la serie como una funcién de variable compleja y se determinan sus
singularidades.

La ubicacién y la naturaleza de las singularidades dan respuesta al problema de
conteo inicial.
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Conteo de arboles binarios

Definiciones
Un arbol libre es un grafo no dirigido aciclico conexo.

Todo par de vértices esta conectado por exactamente un camino.

Un arbol libre con raiz es un arbol libre en el cual un vértice se distingue del
resto. Este vértice es la raiz.

Un arbol libre con raiz planar es un &rbol libre con raiz en el cual se distingue
la derecha de la izquierda.




Elementos de un arbol

» Nodo: es el término usado para referirse 7N
a un vértice de un arbol con raiz. /'\ /'\

» Si (x,y) es el Ultimo eje o arco en el e O O e
camino desde la raiz hacia y, entonces x ./ \D D/ \D
es el padre de y e y es el hijo de x. VRN

» Un nodo sin hijos es un nodo externo u ° 0
hoja O

» Los nodos no hojas son nodos internos.

Arbol binario
Un arbol binario es un arbol en el cual cada nodo interno tiene a lo sumo dos

hijos. Los nodos internos son aquellos que tienen dos hijos y los externos
son los que no tienen ninguno.
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Conteo de arboles binarios
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n=0 n=1 n=2 n=3
O ° ° ° ° °
/ N\ /\ /\ / N\ /\
o 0O 0O e e [ L ° 0O e
/ \ /\ /\ /\ /' \
o 0O e [J ogoood 0O e
/\ /\
o 0O o 0O
° ° °
/\ / N\ 7\
e [ ° O O .
/ \ / ./\
o O g O



Conteo de arboles binarios

n = cantidad de nodos internos
C» = cantidad de &boles binarios planares con raiz de n nodos internos.
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PROBLEMA: Estimar C, cuando n tiende a infinito.
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Conteo de arboles binarios con n nodos internos

n = cantidad de nodos internos
C, = cantidad de aboles binarios planares con raiz de n nodos internos.

Co=1, Ci=1, C:=2, C3=5,

Idea: Usar series [Euler, alrededor de 1750]
Serie generatriz o funcion generatriz asociada a la sucesion de conteo C,

C(z) = i Cnz" .
n=0

Sabemos que C(z) =1+ z+222 +52° + ...



Combinatoria analitica

Definicién
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Combinatoria analitica

Definicién

Una clase combinatoria, o simplemente una clase, es un conjunto finito o
numerable en el cual esta definida una funcion talla que satisface las
siguientes condiciones:

1. la talla de un elemento es un nimero no negativo;
2. el numero de elementos de una talla dada es finito.

Si A es una clase, la talla de un elemento a € A se designa por |a| 0 |a|.a

Se designa por A, a la sucesion de conteo que es el cardinal del conjunto de
elementos de talla n, para cada n natural.

Ejemplo
Tomamos como talla de un arbol binario el nimero de nodos.
Definicion

La serie generatriz o funcién generatriz asociada a la sucesion de conteo se

define por
A2)=> Az



Arboles binarios

Clase combinatoria

C = conjunto de arboles binarios con un nodo externo “suelto”.
Talla de un arbol t € C es |t| = la cantidad de nodos internos.
Queremos calcular o estimar la sucecién de conteo Cj,
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Arboles binarios

Clase combinatoria

C = conjunto de arboles binarios con un nodo externo “suelto”.

Talla de un arbol t € C es |t| = la cantidad de nodos internos.
Queremos calcular o estimar la sucecién de conteo C,

Co=#{teC: |t|=n}

Serie generatriz asociada a la clase combinatoria

C(z) =) _Cu"

n>0

Propiedad: Descomposicion de la clase combinatoria

AN

C= O

C={0}u{e} xCxC.



Diccionario

Sean (A,| |4)y (B,] |g) clases combinatorias.

Sucesiones de conteo:
An=#{xeA: |Xla=n}, Ba=#{yeB: |ylzg=n}

Series generatrices

Az) = ZAnz”, B(z) = Z Bnz"

n>0 n>0

Teorema
Sean A y B clases combinatorias con tallas | |4 y| | respectivamente.

Operacion Talla Serie generatriz

C—A+B xk:{'“ sixeA

A(Z)+ B
Xz sixeB (2)+B(2)

C=AxB (6 Y)le = [xla+ 1yls A(2)B(2)



Célculo de la serie generatriz para arboles binarios
Descomposicién

+ °

/ N\
C C
C={0O}u{e} xCxC.

La serie generatriz C(z) = Crz" satisface la ecuacion
n>0

C(z) =1+ 2zC(2)%.



Célculo de la serie generatriz para arboles binarios
Descomposicién

+ °

/ N\
C C
C={0O}u{e} xCxC.

La serie generatriz C(z) = Crz" satisface la ecuacion
n>0

C(z) =1+ zC(2)%.

Entonces, C(z) es igual a una de las dos funciones que se dan a continuacién

14+v1 -4z o 1—V1—-4z
2z 2z ’

De la ecuacion funcional resulta B(0) = 1 que es igual a km,_,o = V2;74z.
Esta igualdad nos dice que

1-Vi—4z

C(z) = 2z



Extraccién de coeficientes
Férmula de Newton generalizada:

(1+2)=) (i) 2,

donde (ﬁ) se entiende formalmente como una generalizacion del binomio de
Newton para naturales y se define de la siguiente manera:

(x)x(x—1)(x—2)...(x—k+1) y <x>1
k] k! o)

Aplicando esta formula se tiene que

(1-4z)'2 = Z (1,/72>(_4Z)n’

n>0

donde

(1,/72> = L)1), (12— nt1) = 2Nt (2(”_ ”)

n! n4n n-—1

Finalmente, la serie generatriz C(z) satisface que

1-v1-4z 1 2n\ _,
N




Equivalencia asintotica

la serie generatriz C(z) satisface que

1-vV1-4 1 2n\ _,
C(z) = 2z Zzn+1<n)z'

n>1

n 1 2n\ ,
[210(2) = <n)z
La equivalencia asintética se obtiene de la formula de Stirling para el factorial:
n! ~ (n"/e")V2rn,

lo que completa la prueba de la siguiente estimacion

Esto implica que

4/7
n/Tn

CnN



Conteo de arboles binarios

Teorema

El numero de arboles binarios completos con n nodos internos esta dado por
los nimeros de Catalan':

Cn:[z"];—z(1—\/1—4z): L (2”)

n+1\ n

. e n
Asintéticamente, para n — oo, Cn ~ n“—m

"En honor al matematico belga Eugéne Catalan.



Conteo de arboles binarios

Teorema
El numero de arboles binarios completos con n nodos internos esta dado por
los nimeros de Catalan':

Cn:[z"];—z(1—\/1—4z): 1 (2”)

n+1\ n

4n

Asintéticamente, para n — oo, Cp ~ v

Una pregunta de Euler carta a Goldbach, 1751
“Recientemente encontré una pregunta que me
parece destacada. Concierne al nimero de maneras
en las que un poligono [convexo] puede ser dividido
en triangulos por lineas diagonales.”

"En honor al matematico belga Eugéne Catalan.



Las series generatrices como objetos analiticos

Radio de convergencia R de una serie
F(z) =Y p>0anz"
R es el supremo de los r tales que si |z| < r
entonces F(z) converge absolutamente, i.e.
> nzolanl|2|" < oo.

Singularidad

Criterio de Cauchy para convergencia de series:

Dada la serie F(z) = 3., anz" donde a, es una sucesion de nimeros
(complejos o reales) consideremos el limite

L = lmsup v/|an|.

Vale que:

F?:1Z donde L =kmsup v/|an|.



Las series generatrices como objetos analiticos

Radio de convergencia R de una serie
F(z) =Y p>0anz"
R es el supremo de los r tales que si |z| < r
entonces F(z) converge absolutamente, i.e.
> nzolanl|2|" < oo.

Singularidad

Criterio de Cauchy para convergencia de series:

Dada la serie F(z) = 3., anz" donde a, es una sucesion de nimeros
(complejos o reales) consideremos el limite

L = lmsup v/|an|.

Vale que:

F?:1Z donde L =kmsup v/|an|.

Heuristica: |a,| = L”



Las series generatrices como objetos analiticos

La funcion C(z) = VA V2;74Z tiene una singularidaden z =1/4y
Cnh~4"

Consecuencia de la definicion de radio de convergencia de una serie y del
criterio de Cauchy.



Teorema de transferencia [Flajolet y Odlyzco, 1982 hasta 1990]

Teorema
Si, en un entornode z =1/,

1 1 8 1
@~ T ra)e <7z'” (@ —pz)>

conn¢ {—1,-2,...}, entonces,

[2"]f(2) ~ )" ’r’c(:; In"n .

I" es la funcion gama que generaliza el factorial.



Teorema de transferencia [Flajolet y Odlyzco, 1982 hasta 1990]

Teorema
Si, en un entornode z =1/,

1 1 8 1
@~ T ra)e <7z'” (@ —pz)>

conn¢ {—1,-2,...}, entonces,

a—1

[2"(2) ~ "L —In" n.

M(a)
I" es la funcion gama que generaliza el factorial.

Aplicacion al conteo de arboles binarios

Serie generatriz
C(2) = o (1 /1~ 42)

Tenemos p=4, a=-1/2, =0

Resulta
—1/2—1 4n

Cn= [z”]21—z(1 —\V/1-42) ~4”F’(_1/2) =
pues I'(—1/2) = —2./7.
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¢ Cuantos grafos hay con n vértices que son
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» Conexos y con un exceso k?



Aplicaciones a grafos

Conteo
¢ Cuantos grafos hay con n vértices que son

» Aciclicos y conexos?
» Aciclicos?
» Uniciclicos?

» Conexos y con un exceso k?

Respuestas: pagina 134 del libro de Flajolet y Sedgewick.



Generacion aleatoria de estructuras: método de Boltzman

Boltzmann Samplers for the Random Generation of Combinatorial Structures,
Duchon, Flajolet, Louchard, Schaeffer, 2004

Arboles binarios de talla 4469 y 8255

Gentileza de Carine Pivoteau.
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