FUNCIONES
Notas redactadas por A. Diego y M. I. Platzeck para el curso de “Matematica General”

1. DEFINICION Y EJEMPLOS.

El concepto de funcion que vamos a estudiar esta en la base de la matematica, de otras ciencias y aln
de la vida corriente.

Definicion: Dados dos conjuntos A y B, una funcién f de A en B es una correspondencia que a
cada elemento de A, asocia un Unico elemento bien determinado de B. El elemento y de B que
corresponde al elemento x € A, se llama el valor de f en x y se escribe y = f(x). A veces se escribe
f:A—B. El conjunto A se denomina el dominiode f y B su rango (también llamado codominio).

Por ejemplo:

1) Lalongitud de una circunferencia es funcion de su radio r. En efecto, L = 2x r. Esta expresion
define una correspondencia que a cada nimero real r positivo asocia el namero 2w r.

2) El area de una cuadrado es funcién de la longitud de su lado a: A = a2 Aqui también, esta formula
define una funcién, la que a cada nimero real positivo a asocia el nimero aZ.

3) Un omnibus se mueve a una velocidad constante de 70 km/h. Después de t horas el dmnibus ha
recorrido una distancia de x = 70.t Km. Se tiene asi una funcion que a cada ndmero real t asocia
el mimero x=70.t.

En los ejemplos anteriores cada funcion es expresada mediante una formula, pero no es siempre
ésta la situacidn. Por ejemplo:

4) La correspondencia que a cada poligono del plano asocia su area define bien una funcion f:A—B,
donde A es el conjunto de todos los poligonos del planoy B =R

5) Si el omnibus del ejemplo 2 no marcha a una velocidad constante, sino que ésta es alterada a
capricho del conductor, no podremos expresar por una formula la relacién entre el tiempo y el
espacio recorrido. Sin embargo, después de t horas el 6mnibus se encontrara a una distancia de x
Km., bien determinada y por lo tanto ha quedado bien definida una funcién x = f(t).

6) Latemperatura T medida en grados centigrados de un punto P de la Tierra (en un instante dado)
depende de P. Se tiene asi una funcion f que a cada punto P de la Tierra asocia su temperatura
T =1(P).

Estos dos ultimos ejemplos muestran que la idea de funcion no es privativa de la matematica y que una
funcion no esta necesariamente dada por una formula.

Si el conjunto A es finito, una funcion f:A—B puede definirse, en principio, enunciando
explicitamente cudl es el elemento de B que corresponde a cada uno de los elementos de A.

7) Si A={a b,cd, e}, B={a, 1,0,b, 4}, queda definida una funcion f por la tabla

X

a’b

f(x) ‘ 0 |a

En cambio, el gréfico siguiente no corresponde a ninguna funcion:



Esto es porque al elemento acA no esta asociado un elemento bien determinado de B, como exige la
definicion.

Asimismo, el siguiente grafico tampoco define una funcién de A en B:

En este caso no se trata de una funcidn de A en B ya que al elemento b no se asocia ningin elemento
de B.

En la vida corriente hay multiples ejemplos de utilizacion de la nocién de funcién: los precios de las
mercancias de un almacén, la edad de las personas, su grupo sanguineo, etc.

2. FUNCIONES DEFINIDAS POR UNA EXPRESION ALGEBRAICA.

Una clase de funciones, que estudiaremos especialmente, son las definidas mediante expresiones
algebraicas.

Consideremos, por ejemplo, las siguientes expresiones algebraicas de la variable x:

a) x*-2x b) 1
X
9 Jioi 9 3(x—l)-(x+2)
Xx+1

Estas expresiones nos permiten definir funciones. Para ello asociamos a cada nimero real a el
namero que resulta de sustituir x por a en la expresion algebraica correspondiente. Por ejemplo,

. L , 1 29 , .
consideremos la expresion b). Al nimero 4 hacemos corresponder Z+ 7= 7 al nimero 1 el nimero

1 , , 1 L . .
I+ 7 =8, al nimero -1 el nimero _l+ 7 =6, etc. Pero ;qué nimero debemos asociar al nimero 0?

Si sustituyéramos x por 0 en b), obtendriamos 6+7 , que no tiene sentido. Asi, al nimero 0 no se
puede asociar por esta regla, ningn namero real. La funcion definida por la expresion —+7 asocia
X
. , 1
a cada numero real a=0elnimero —+7.
a

., . 1
Esta funcién se denota simplemente por y=—+7.
X

En general, para una funcion definida mediante una expresién algebraica en x, se llama campo o
dominio de definicién (o de existencia) al conjunto D < IR de los nimeros a para los cuales la
sustitucién de x por este nimero a tiene sentido y por lo tanto define un ndmero real.
EJEMPLOS. Los dominios de definicion de las funciones definidas por las expresiones algebraicas
a), b), ¢) y d) son los siguientes:



a) D=R b) D=IR-{0}
c) D={x:x-1>20}={x: x=21}=[1,+w) d) D=IR-{-1}

En efecto, ya vimos b). Es evidente que en el caso a) x> — 2x tiene sentido para cualquier nimero real

X. Encuantoac), +x—1 tiene sentidosi x—1>0 yno lotienesi x—1 < 0. Enel caso d) lo Gnico
que hay que considerar es que el denominador de la expresion subradical sea diferente de cero, 0 sea x
+1=+0.

Es costumbre no indicar ni el dominio ni el rango de funciones definidas por expresiones algebraicas.
Se sobreentiende, salvo mencion explicita de lo contrario, que el dominio es el dominio de definicién y

elrango es IR. Asi, y=— indica la funcién f:IR—{0}— IR que asocia a cada nimero real xe IR{0}el
X
, 1
numero real y=—.
X

Consideremos otros ejemplos:

1
g) Yy=A2+X+—m
(x=1)- x2 +1
Para que esta expresion tenga sentido deben tenerlo ambos sumandos. El primero, +/2+x , tiene
sentido para los nimeros x tales que 2+ x>0, es decir, si x € [ -2, +0). En el segundo aparecen un
cociente y una raiz, lo que exige que el denominador (x —1) -Ux% +1 sea distinto de 0 y que el
radicando sea mayor que 0. Como siempre se tiene que x*+ 1 > 0, ambas condiciones son validas si

x=1. En resumen, el dominio de definicion de la funcién indicada es [-2, +o0)—{1}.

Debe observarse que una expresion algebraica puede no definir una funcion, por ejemplo:

VX —=1++/—X
s6lo tendra sentido si simultdneamentees x-1>0 y —x>0,estoes:si x>1 y x<0, loque es
imposible.
Las funciones que son definidas mediante un polinomio en x se llaman funciones polinomiales o
polinomios. Su dominio de definicién es IR. Las funciones que se pueden escribir como cociente de
dos polinomios, por ejemplo
2
2x2+1 1 ( 1)
—, X+_

x-1 " x X
se llaman funciones racionales. Aqui el dominio de definicién puede no ser todo IR, ya que deben
excluirse las raices del denominador.

Cuando una funcién f esta indicada en la forma y =f(x), el simbolo x se denomina la variable
independiente, el simbolo y la variable dependiente.

3. OTROS EJEMPLOS.

En muchas aplicaciones de la matematica a problemas concretos en las que una cantidad y depende de
una cantidad x se puede describir dicha ley de dependencia mediante una expresion algebraica, como
es el caso en los ejemplos 1, 2 y 3 del parrafo 1. Vamos a indicar algunos ejemplos mas de este tipo.

1. Eléarea A de un cuadrado es funcién de su diagonal d. Si a es el lado, entonces, por el teorema
de Pitagoras:
a*+a’=d? osea 2a°=d>%
Pero a?=A, luego 2A =d? esdecirque A=d?/2.
A pesar de que la funcion A =d %2 tiene como dominio de definicion IR, la funcién que interesa en
el problema planteado tiene por dominio {x : x > 0}. (Pues la diagonal de un cuadrado es un nimero
positivo.)



2. Consideremos la siguiente figura, donde el lado superior del rectangulo ha sido sustituido por una
semicircunferencia de didmetro DC:

op---- c
y

X
A B

Supongamos que el perimetro de la figura es 10. Nos interesa expresar su area A en funcion de la
base x de la figura. Llamamos y a la longitud de BC. Entonces:

A=xy+% . (x[2?=x.y+1’x*/8
Por otro lado, el perimetro de la figura es:
10=2.y+x+mx 2
Luego y=5-x. (%2 + rn/4). Reemplazando y en la expresion de A, obtenemos
Az%-(lO—x-(H%D *)
Nuevamente, el dominio de la funcién no es el dominio de definicion de la expresion

%-(10— x~(l+%)] , que es IR. Hay que observar que los valores de x deben ser, por una parte,

positivos y por otra, no tan grandes como para que sea imposible construir la figura. Veamos cual es el
mayor valor de x. Como vale que

10=2.y+x+mx2
yes y>0,resultaque Xx+m x/2<10,estoes: x. (1+n/2) <10, luego x <10/ (1+ n/2).
VVemos asi que el dominio de la funcidn (*) se restringe al intervalo (0, 10/ (1+ n/2)].

3. Undensimetro consiste en un tubo de vidrio de radio r y altura H, en uno de cuyos extremos se
coloca un lastre de volumen V,. r, H, V, y el peso total P, del densimetro son datos conocidos.
Para medir la densidad & de un liquido, se hace flotar el densimetro y se observa la altura h desde la
extremidad inferior O del tubo a la superficie del liquido. Suponiendo que las unidades de medida son
el centimetro y el gramo, expresar d (en gr/cm®) en funcién de h.
N M




El principio de Arquimedes dice que sobre un cuerpo sumergido en un liquido actla un empuje de
abajo hacia arriba igual al peso del liquido desalojado.

Como el densimetro esta en equilibrio, su peso y el empuje son iguales. Luego, puesto que el volumen
de la parte sumergida del densimetro es Vo + m.r>.h y por lo tanto el peso del liquido desplazado es

(Vo + m.r’.h).5, se tiene que

Po= (Vo + m.r2h).8.
De aqui se deduce que:

8=Po/(Vo+ m.rh).
Se observa que el dominio de esta funcion es [0, H].

Muchas veces, cuando se estudia un problema concreto, el dominio de la funcion esta restringido, por
las caracteristicas particulares del problema, a un conjunto D < IR En cada caso hay que determinar
cuidadosamente cudl es este dominio D, como se ha hecho en los tres ejemplos anteriores.

4. GRAFICA DE UNA FUNCION.

Consideremos dos rectas perpendiculares R y R’ que se cortan en un punto O. Elegimos en cada una
de ellas una unidad de medida, o sea, elegimos un punto U enuna, Venlaotraya OU y OV como
unidades de medida respectivas.

R

(o]
CTr

Si P es un punto del plano, trazando por P una paralelaa R’ obtenemos un punto de la recta R, de
abscisa a. Llamaremos abscisa de P al nimero a.

Trazando por P una paralelaa R, obtenemos un punto de R’, de abscisa real b; a este nimero b lo
llamaremos la ordenada de P. Diremos que a y b son las coordenadas del punto P. Es claro que
para conocer un punto basta conocer sus coordenadas. Para decir que P tiene coordenadas a, b
escribiremos P = (a, b).

En la figura se indican los puntos de coordenadas (2,5); (-1,4); (0,7)y (2, -5):

"
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En este parrafo vamos a tratar solamente con funciones de dominio D < IR y rango IR

Definicion: Dada f: D — IR se llama grafico de f al conjunto de puntos del plano, de coordenadas
(%, f(x)), donde xeD; es decir {(x, f(x)): xeD}.

El grafico de f permite visualizar la correspondencia x—f(x), como se ve en la figura:

/ (x, f())
fol ‘
L
u
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<
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Veamos algunos ejemplos sencillos.

1. f(x) =1 paratodo x:

2. Funcién de Heaviside (o funcién impulso)

H(x) = 0 si x<0
(%)= 1 si x>0

3. La parte entera de X es el mayor entero n tal que n<x y se escribe [x].
Asi: [1,40]=1, [0,37]1=0, [-4,1]=-5.

La representacion gréfica de f (x) = [x] es:



3 O—
2 O—
[ —
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Hemos indicado estos ejemplos por su simplicidad. Si la funcidn a representar hubiese sido, por
ejemplo, y = 2x* —3x* —12x + 2, para obtener el grafico de la funcién podriamos dar distintos valores a
Xy obtener los valores correspondientes de y. Para ello es comodo hacer una tabla como la siguiente:

X|—1|0|1/2|2|

y representar los puntos obtenidos:
ZH

15

i8

Es claro que con los cuatro valores que hemos dado a x no es posible darse cuenta que el grafico es el
que se ha indicado en la figura. Para ello sera necesario indicar muchos méas valores (0, como hemos
hecho aqui, utilizar un programa de computacién que nos permita obtener estos graficos
rapidamente). De este modo, podriamos tener una idea bastante precisa del gréfico de la funcién,
digamos, sobre el intervalo (-4, 4], pero no nos ayudara a responder a ciertos interrogantes muy
simples, como por ejemplo: ¢corta el grafico al eje de las x en otros puntos distintos de los que se
observan en la figura? ¢continda el grafico en forma ascendente cuando x aumenta?. El estudio de
funciones y sus graficos tiende a responder a preguntas de este tipo, por lo menos en el caso de
funciones relativamente sencillas, pero que aparecen con mucha frecuencia.



5. LA FUNCION LINEAL.

Se llaman funciones lineales las de la forma y = a.x + b, donde a y b son nameros fijos. En
particular cuando a = 0 se obtienen las funciones constantes y=h. Si a=1y b =0, obtenemos la
funcién y = x, que simplemente asigna a cada elemento x el mismo x. Sia =1, obtenemos la funcion
y = x + b, que puede interpretarse geométricamente como una traslacion o desplazamiento de los
puntos de la recta en la cantidad b:

b b
0 1 X x+b X' X'+b
b>0

En la figura se ha supuesto que b > 0. Sifuese b <0, la traslacién seria en sentido contrario.
Veamos algunos ejemplos donde aparece esta funcion:

1. Para una sustancia homogénea, el peso P correspondiente a un volumen V es proporcional a V.
Es decir, tenemos P = 6.V, donde & es un ndmero fijo, que corresponde al peso de una unidad de
volumen. (8 se denomina densidad o peso especifico).

2. Para fabricar una llave se utiliza una cantidad a de hierro. Para fabricar x llaves del mismo tipo,
la cantidad de hierro utilizada sera y = a.x.

3. Un obrero puede pintar, en 3 minutos, un metro cuadrado de pared; manteniendo el ritmo y las
condiciones de trabajo, para pintar x metros cuadrados tardara t = 3. x minutos.

4. Un bien homogéneo cuesta ¢ pesos por unidad (Kg., m®, Tm) ;Cuénto costaran x unidades del
mismo? La respuesta es: costardn y = C. X pesos.

5. Para un movil en movimiento rectilineo uniforme, el espacio recorrido x es proporcional al
tiempo empleado en recorrerlo: x =v. t, donde el factor de proporcionalidad v es la velocidad del
movil.

6. La proporcionalidad aparece también relacionada con cambios de unidades de medida. Si x e y
son las medidas de una misma cantidad con respecto a dos unidades de medida, entonces y =k . x,
donde k es un ndmero fijo. Asi, por ejemplo, si las unidades de medida son la tonelada y el
kilogramo, x es la medida en toneladas e y la medida en kilogramos (del peso de un mismo
objeto), se tiene que

y = 1000.x.

Elijamos ahora dos segmentos OU y OV como unidades de medida. Si la medida de un segmento
AB enrelaciona OV es x y la medida de OV con relacion a la unidad OU es k, entonces la medida
y de AB conrespectoa OU es y=kx. (Ver el capitulo de propiedades de nimeros reales).

7. Lanocion de semejanza de figuras geométricas esta ligada con la proporcionalidad:

Sean R y R’ dos rectas que se cortanen O, PoeR y P’geR’. Porun punto P cualquiera de R
trazamos una paralela a Po,P’o, que cortaalarecta R’ en P’.

[e] Py P

Tenemos asi definida una funcion que a la medida x del segmento OP asocia la medida y del

segmento PP'. Los triangulos AOPyP’y y AOPP’’ son semejantes, 0 sea que sus lados son
proporcionales, es decir:



Iong(ﬁ) ) Iong(@) Iong(m)

. estoes: Iong(ﬁ): Iong(@)

Iong(P'O Po) - Iong(OPo) Iong(OPO)
_ Iong(P'o PO) ) _ )
Si k=—————=—, laigualdad anterior se escribe y=Kk. x.
Iong(OPO)

En lo anterior se ha supuesto una unidad de medida fija, pero si, digamos, OP es medido en una
unidad diferente a la que usamos para medir PP', entonces, en lugar de x se obtendrd un nimero

. . . k L
X’ = a. X, como vimos en el ejemplo 6. Tendremos asi que: y=—-X", 0 sea que la proporcionalidad
a

de las medidas de los segmentos oP y PP’ se mantiene, ain cuando las unidades de medida sean
diferentes.

GRAFICO DE LA FUNCION y=a.x

Teniendo presente el ejemplo anterior es facil ahora ver que el grafico de la funcién y =a. x esuna
recta que pasa por el origen O de coordenadas.
Estudiaremos el grafico en el caso en que a >0. El otro caso se obtiene facilmente a partir de éste.

El origen (0,0) y el punto (1, a) son puntos del grafico. Unamos estos puntos con una recta.
Si P =(x, y) es un punto de la recta, sabemos que y/x = a/1, como ya vimos en el ejemplo 7, luego

y =a. X, loque pruebaque P=(x,a.x) yporlotanto P esté en el grafico de la funcién y =a. x.

Hemos hecho el razonamiento para el caso en que X Yy por lo tanto y, son positivos. Si x es negativo,
se tendraa: (-y)/(—x) = a/l y se tiene nuevamente que y =a. X.

GRAFICO DE LA FUNCION LINEAL y=a.x+b

El grafico es una recta paralela a la recta que es el grafico de y = a. x, obtenida de ésta por un
desplazamiento en b (en la direccion del eje y)

P

En efecto, y=a.x +b se obtiene sumando la cantidad constante b a a. x, lo que geométricamente
significa desplazar o trasladar el punto (x, a.x) en la cantidad b, como se indica en la figura.



Dibujemos el grafico de la funcién y =-3x + 1. Como el grafico es una recta, por ser una funcién
lineal, basta calcular la funcion para dos valores de x.

0,1)

X y=-3x+1

(1. -2)

Otra manera de proceder, que muestra el significado geomtrico del coeficiente de x (—3 en este caso)
es la siguiente:

Representamos primero y = -3 X, que es la recta que pasa por el origen y por el punto (1, -3) y luego
trazamos una paralela por el punto de coordenadas (0,1).

o

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES LINEALES.

Sean y=a.x+b, y’ =a. x’+b. Restando obtenemos: y -y’ =a. (x - Xx).
Es decir que, si f designa a la funcion definida por y = a x+ b, entonces

f(x) —f(x’) =a. (x —x’)
lo que expresa que las diferencias x —x” y f(x) —f(x’) son proporcionales, es decir que el
cociente  (f(x) — f(x’)) / (x — x") es constante, o sea:
" (-f0x)

X=X

y entonces no depende de los nimeros x y X’ elegidos (siempre que X #X’).



f(x)-f(x")

~

Reciprocamente, si para una funcion f:IR—IR,es f(x) —f(x’) =a. (x —x’), la funciodn es lineal.
En efecto, tomando x’ = 0 se tiene que: f(x) — f(0) = a. (x — 0), o sea:

f(x)==a.x+ f(0) =a.x +b,

donde se ha puesto b = f(0).

Relacionado con esto se plantea el siguiente problema: dados (Xo, Yo), (X1, Y1), €ON Xg # Xy,
determinar una funcion lineal f tal que f(Xo) =VYo, f(X1) =V1.

El grafico de la funcion buscada sera precisamente la recta que pasa por los puntos de coordenadas (o,

Yo), (X1, Y1)

] .

D2 T e ]

Si y=f(x) =a.x+Db eslafuncion buscada, debe verificarse que
Y=Yo _Y1=Yo
X—Xg X1 —Xg
dado que las diferencias de dos valores de x y los correspondientes valores de y =f(x) son

proporcionales, como ya vimos en (1).
Basta despejar y en la ecuacidn anterior para obtener la funcién lineal buscada:

) Y=y + 222 (x~xo)

X1~ Xo
que cumple las condiciones requeridas. En efecto, para x = xo se obtiene y =y, y parax =X; Se
obtiene

B +Y1—y0
Y=Yo X1 — X

Veamos un ejemplo. Determinemos la funcidn lineal f tal que f(1) =4 y f(3) = 2.

'(Xl_x0)2y0+)’1—yo=)’1

Aplicando (2):



2-4
3-1

y:4+( ).(x—l)

y=4+(_72j.(x—1)

y=—x+5

1 AN

Si en lugar de dar los valores de la funcion en dos puntos Xq, Xi, Se dan: yo =T (Xo) y el coeficiente a
de x, la funcion es

y=Yo+a (X—Xo)
que puede obtenerse directamente de
y—Yo=2a. (X—Xp)
Y1~ Yo
X1~ Xo

o sustituyendo por a en (2).

EJEMPLO: Supongamos que un punto moévil P se desplaza sobre el eje x con velocidad constante v
> 0y que en el instante t, tiene abscisa X, Entonces la ley de movimiento, es decir, la funcion que
expresa la abscisa x del punto en el instante t esta dada por

X =V.(t-to) + Xo;
puesto que como vimos en el ejemplo 5, el espacio recorrido x— X, Yy el tiempo t—t, tardado en
recorrerlo son proporcionales: x— Xy =V. (t—1ty).

EJERCICIO. Determinar la abscisa x del mdvil con los siguientes datos:

1) v = 30, th=1, Xo = 5.
2) X0:5| tO:_']_, X1:7, t1:2.
Determinar también v en el segundo ejemplo.

RELACION ENTRE DOS ESCALAS.

Supongamos que tenemos sobre una misma recta R dos sistemas de abscisas o escalas, esto es: hemos
fijadoen R unorigen O yunpunto U y consideradoa OU como unidad de medida y asimismo
hemos fijado otro origen O’ y otro punto U ’. Si x e y son las abscisas de un mismo punto PeR en el
primer y segundo sistema, respectivamente, veamos que y = a. x + b.

FOPN
=
— N
- w
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Py}

o' ‘I'U. I I I I
0 1 2 3 4 5

Si las abscisas de otro punto P *son x’, y’, las medidas del segmento P'P son x—x"e y—y’ con
respecto a las unidades OU y O’U’ respectivamente. Luego, por lo que vimos en el ejemplo 6, se
tiene:

y -y =k (x-x)
Esto quiere decir que la funcidn que hace corresponder a la abscisa x de un punto P 8 en el primer
sistema su abscisa y en el segundo, es lineal.



La deduccidn anterior se ha hecho bajo la hipdtesis que OU y O’U’ estan dirigidos en un mismo
sentido, como en la figura. Es facil ver que si estan dirigidos en sentido contrario la relacién obtenida

sigue siendo valida, pero k sera un nimero negativo.

EJEMPLO: Comparemos las escalas Centigrada y Fahrenheit de un termémetro. Como se sabe,
puesto el termémetro en hielo indicarda 0 sobre la escala Centigraday 32 sobre la escala Fahrenheit.
En agua hirviendo (a presién normal) indicara 100 en la escala Centigraday 212 en la escala
Fahrenheit.

El problema de determinar la temperatura y en grados Fahrenheit, conocida la temperatura x en
grados Centigrados se reduce al problema anterior (recordando que la separacion entre marcas
consecutivas de cada escala es la misma).
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Entonces y =a.x +b. Dado que la funcion x—y es lineal y que conocemos sus valores para xo=0 y
x1=100, que son Yy,=32, y;=212, tendremos que, segiin hemos visto antes:

= Yo+ (L (x=0)
0 sea:
212-32
y=32+" 00 (x-0)
y=32+18.x

Obtenemos asi la formula de conversion de grados Centigrados (x) a grados Fahrenheit (y).

6. LAFUNCION “VALOR ABSOLUTO”.

El grafico de la funcién y=|x]|es:

(-1, 1) (G

Por definicion de | x |:
a)si x>0, |x|=x, luego el grafico de | x| coincide con el grafico de la funcién y = x sobre
[0, + ) y es entonces la semirrecta de origen (0,0) que contiene al punto (1,1).

b) si x<0, |x|=-x y entonces, sobre (—o, 0] el grafico de | x | coincide con el de la
funcion (lineal) y=—x, que es la semirrecta de origen (0,0) que pasa por (-1, 1).



7. LASFUNCIONES y=x", nelN.

1) La funcién y=x’ tiene un grafico como el de la figura:

Por ahora diremos solamente que como los valores x* de esta funcién son mayores o iguales que 0, el
gréafico esta sobre el eje x y toca a ese eje sélo en el punto (0,0).
2) Lafuncion y = x tiene un gréfico asi:

El gréfico esta sobre el eje x para los valores de x en (0, +), corta al eje en (0,0) y esta debajo del
eje x para los valores de x en (-, 0), debido a que x> es mayor, igual 0 menor que cero segin que X
sea mayor, igual o menor que cero.

Es facil comprender que el grafico de y =x" con n par (n =4, 6, 8,...) se parece al grafico dey = x*y
que para n impar el grafico de y =x" se asemeja al de y = x°.

Representemos graficamente las funciones y = x" para algunos valores de ne IN, con el objeto de
comparar los gréaficos respectivos.
Los nimeros ( n ) entre paréntesis indican que se trata de la funcién y =x".



s 1)
2]

3]

(1)

A1)

Observamos que:
1) Todos los graficos contienen a los puntos (0,0) y (1,1).
2)Si n es par, (-1,1) pertenece al grafico de x".
Si n esimpar, (-1, -1) pertenece al grafico de x".
3) Enelintervalo (0,1) el gréafico de y = x" esta por arriba del de y = x™"*, ya que si 0<x <1,

n+l

entonces X" < x". (Ver “NUmeros reales y propiedades™)
4) Enelintervalo (1, +w), el grafico de y = x" est4 por debajo de y = x™*, ya que si x> 1, se
tiene que x™*>x".

LA FUNCION y=1/x.
Su gréfico es:

Dejamos al lector el trazado de los graficos de y = 1/ x%, y = 1/ x® y hacer un diagrama comparativo de
los mismos como se ha hecho en el caso anterior.



CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO.

Definicion: Una funcion f se dice creciente en un subconjunto A de su dominio si cualesquiera que
sean a, b eA: a<b implica f(a) <f(b); f sedice decrecienteen A si a<b implica f(a) > f(b).
Se dice que f es creciente si es creciente en todo su dominio. Analoga definicion para funcion

decreciente.

f(@)
fo)

f(0)

f@

|
|
|
|
|
|
:
|
/ ~ a b

EJEMPLOS.

1) La funcion lineal y=a.x +b escrecientesi a >0 y es decreciente si a < 0. Analicemos la
primera afirmacion:
Si Xo <Xy, entonces, como a>0, axXp<a. Xy, luego axy+b <a.x;+b.

2) Lafuncién | x| es creciente en [0, +o0), decreciente en (—oo, 0]. Esto resulta de lo anterior pues en
[07 +002): |X|:X yen (—OO, 0]! |X|:_X'

3) Lafuncion y =x", n <IN, es creciente en [0, +o0); en efecto, 0 <X, <X, implica X" < x,". (Ver
“Numeros reales, propiedades™)

Si n espar, lafuncion y=x" es decreciente en (—oo, 0]. En efecto:
X<X1<0 => —X>x2=0
luego
Xo' = (=Xo)"> (=x)"=x"  (yaque n es par).

Si n esimpar, lafuncién y=x" es creciente en (-oo, 0]. En efecto:
X<X<0 => —X>x2=0
luego
X" = (Xo)"> (—x)"=-x,"  (yaque n esimpar),
por lo tanto  xo" < X;".

Se concluye entonces que si n es impar, la funcion y =x" es creciente.

4) y=1/x. Veamos primero que y = 1/x es decreciente en (0, +«): de 0 <a<b resulta que
1/b<1/a. (Ver “Numeros reales, propiedades™).

Estudiemos ahora y = 1/x en (-, 0): Si a<b<0, entonces —a>-b>0. Luego 1/(-b)>1/(-a)y
de aqui resultaque 1/b>1/a.

Vemos asi que y = 1/x es decreciente también en (—, 0). No obstante, se debe notar que y = 1/x
no es decreciente en todo su dominio IR—{0} pues, por ejemplo: -2<2y 1/(-2)<1/2.



10. NOCIONES UTILES PARA EL TRAZADO DE GRAFICOS.

Dada una funcion y = f (x), consideremos la funcién g (x) = f(x) + a, donde a es una constante.
Comparemos los graficosde f y g:

() +a)=x g(x)

En el caso de la figura a es un niamero mayor que cero. El grafico de g se obtiene desplazando el de f
en la cantidad a en el sentido positivo del eje .

En la siguiente figura, junto con el graficode y=|x|, se hantrazado losde y=|x|+1, y=|x|-2.

b) Dada la funcion y = f (x), consideremos la funcion g(x) = f (x + a). Comparemos los graficos de f
y 9.




(% g(x) = (% f(x+a))

/

X X+a

(x+a, f(x+a))

Se observa que desplazando el punto (x, g(x)) en la cantidad a en la direccién del eje x se obtiene
el punto (x+a, f(x+a)) (f(x+a) = g(x)), del grafico de f. Asi el grafico de f es obtenido desplazando
en la direccion del eje de las x en la cantidad a el grafico de g. Por lo tanto, el grafico de g se
obtiene desplazando el de f en sentido contrario, en la cantidad a.

Comparemos ahora los graficosde y=|x|, y=|x+1]|, y=|x-2].

GRAFICO DE LA FUNCION y=x? + p.x +q.

Como una aplicacion de lo anterior estudiaremos el grafico de esta funcion.
p)* [ p?
2
=X" + p.x+qQ=|x+—-| —-|—-
y P : ( 2) [ 4 q]
(\Ver “Numeros reales, propiedades™).



-(p?/4 - q)

4

Primero hemos trazado el grafico (1) de f(x) =x? luego el grafico (2) de g(x) = f (x + p/2) =
2
P q} =x*+px+q.

= (x + p/2)? 'y por Gltimo, el gréafico (3) de h (x) =g (x) - [
Se observa que el valor minimo de y =x?+ p. x + q Se obtiene para x,=—-p/2 y es el valor
ym = — (p%/4 — q), lo que ya vimos al estudiar las propiedades de niimeros reales.

c) Dada la funcion y = f (x), el gréafico de la funcién g(x) =—f (x) es el simétrico del gréfico de f

respecto del eje x:

» 9(X))

(x, - F(x)=( x

g(x) = f (—x) es simétrico del de f respecto del eje y:

d) Si y=f(x), el grafico de



(x,9(x)) = &, f(-x))

EJERCICIO. Representar graficamente la funcion y =

3X+2
2-x
Dividiendo: 3x+2 | 2-X
-3x—-6 -3
-4
Tenemos entonces que:
3x+2=-3(—x+2)+(-4)
3x+2 4
Luego: X+ =-3+
2—-X X—2
@
6 0 2 6
1 o T~ - '
(4)
g @
1 \
(1) ,,,,,,,,,,,,,,,;3,,:\\, ,,,,,,,,,,,,,,
@ @ \

Partimos del grafico (1) de la funcion y=1/x. (2) esel gréfico de y = 4/x, obtenido del anterior
cuadruplicando las ordenadas. (3) es el grafico de y = 4/(x-2). Finalmente, desplazando este tGltimo
hacia abajo en 3 unidades obtenemos (4), que es el grafico de la funcién
3x+2 4
= =-3+——.
2-X X—2

11. PARIDAD.

Definiciéon. Una funcion f se dice par si f(x) =f(—x) para cualquier x de su dominio. f se dice
impar si f(x) =—f(—x) para cualquier x de su dominio.

[Observacion: Se esta suponiendo aqui que tanto x como —x pertenecen al dominio de f, es decir que
dicho dominio es un subconjunto de IR que esta dispuesto en forma simétrica alrededor del origen 0.]



El gréfico de una funcidn par es simétrico respecto del eje .

El grafico de una funcién impar es simétrico respecto del origen.

Es Gtil conocer si una funcion es par o impar para trazar su grafico pues basta dibujar el grafico sobre
el intervalo [0, +0), el resto se hara por simetria. Observe que las funciones y = x" son pares o
impares segiin que n sea par o impar.

12. OPERACIONES ENTRE FUNCIONES.

Definicién. Dadas f, g: D — IR definimos:

1) La suma de las funciones f y ges lafuncién h: D — IR definida por h(x) =f (x) + g(x) para
cada xeD.

2) La diferencia de las funciones f y geslafuncién h: D — IR definida por h(x) =f (x) — g(x) para
cada xeD.

3) El producto de las funciones f y ges lafuncion h: D — IR definida por h(x) =f(x) - g(x) para
cada xeD.

4) El cociente de las funciones f y ges la funcién h: D — IR definida por h(x) =f (x) / g(x) para
cada xeD. Aqui se supone que g (x) = 0 paratodo xeD.

A veces, se usan las notaciones f+g, f—g, f-g y f/g paradenotar las funciones definidas
anteriormente.



2 2

. - X . X
Por ejemplo, la funcion y = 1—+ 3x es suma de las funciones y = Trx e y=3x.Asuvez la
+X + X

primera de estas funciones es el cociente de las funciones y = x* e y =1 + x. Todavia més: la funcién
y=x? es el producto de la funcién y = x por si misma. Este analisis o descomposicion de una funcién
en términos de funciones mas simples tiene importancia teérica y practica.

EJEMPLO 1. Tracemos el gréfico de y = 1/(1-x?). Ya sabemos cémo obtener el gréfico de la funcién
y=g(x) =1-x* apartir del de y = x*:

Tener a la vista el grafico de esta funcion nos ayuda a dibujar el grafico de la funcion y = 1/(1-x?) =
=1/g (x).

21

\

Es claro que en el segmento (—1,1) el grafico esta por arriba del eje x pues el grafico de 1-x*también
lo esta. Lo contrario ocurre fuerade [-1,1]. f(0)=1 ysi x aumenta (0 <x <1) los valores
correspondientes de g(x) disminuyen, luego los valores de f(x) =1/g (x) aumentan si x Se aproxima
a 1 por laizquierda, g(x) se aproxima a ceroy por lo tanto los valores de f=1/g se hacen masy
mas grandes.

A laderechade x =1, los valores de g son negativos y van disminuyendo a medida que x aumenta.
Luego los valores de f(x) =1/g (x) son negativos y crecen cuando X crece.



Si x esgrande, f(x) espequefio; si x esta muy proximoaly x>1, f(x) es negativoy grande (en
valor absoluto). Esto explica el trazado del grafico de f en [0, +o0); como la funcién es par su gréafico

es simétrico con respecto al eje .
EJEMPLO 2. Tracemos el gréfico de y = x> — x + 2. Esta funcién puede ser considerada como la
suma de las funciones y=f(x)=x> e y=g(x) = —x + 2, cuyos graficos son (1) y (2):

-
.
~
N
2
.
.
~
.

Para obtener el gréafico (3) de la funcion dada consideramos el grafico (2) de y = —x+2 y para cada x
adicionamos a la ordenada y la ordenada x° correspondiente, del gréfico (1).

13. COMPOSICION DE FUNCIONES.

Sean A, B y C conjuntos cualesquieray f:A—B, g:B—C dos funciones. Con estas funciones
estd asociada de manera natural una funcién h : A—C, definida por h(a) = g(f(a)), para cada acA. h

se llama la composicion de f y g y se suele escribir h=go f .
f g

'Y

9(f(2))

. }o

EJEMPLOS.
1) Si A={1,2,3,4} B={a,b,c}, C={0,1,2}y f y g son las funciones definidas por

X |1 2 3 4 X {a b ¢
f(x)‘a a b b f(x) ‘2 1 0
Entonces
X |1 2 3 4

g(f(x))‘2 2 1 1



Vamos a extender la definicién de composicién, de manera de abarcar casos que aparecen
frecuentemente en la practica. Si g : B—C esunafunciény f:B—B’, es otra funcién (donde B’ no
coincide necesariamente con B) tal que

si ae A entonces f(a) e B
la composicién h=go f es la funcién definida para cada a € A, por h(a) = g(f(a)).

2)

R { 2 2 2

3) Consideremos tres segmentos A, B, C en el plano, ubicados como se muestra en la siguiente
figura:

Q¢
Sea f: A — B laproyeccion desde el punto P ysea g:B — C laproyeccion desde el punto Q. Sib
=f(@) y c=g(b), lacomposicion es la aplicacion de A en C que asocia al punto a el punto c.

La composicion de mas de dos funciones se define de manera analoga:
si f: A>B, g:B—>C, h:C—D, entonces la composiciéon de f,g y h eslafuncion F: A —D tal
que:

F(a)=h(g(f(@)).

Se emplea la notacion F=hogof . Noteque hogof =(hog)of =ho(gof).

4) La velocidad v medida en m/seg con la que sale agua por un orificio practicado en la parte inferior
de un dique, depende de la diferencia (medida en metros) de alturas entre el nivel del agua y el del
orificio: v=g (h) (digamos incidentalmente que esta ley de variacion responde a la férmula

v=42-981h).

Por otra parte, h depende de la fecha (el momento o el instante t) h=f(t). ¢Cuél seré la velocidad
v en una fecha t? La respuesta es, naturalmente, v =g(h) = g(f(t)).

El ejemplo anterior es un caso particular de la situacién general: una cantidad y depende de otra
cantidad x de acuerdo a la ley y =f(x). Por otra parte, una cantidad z depende de la cantidad y de



acuerdo a: z =g(y). Entonces z depende de x segun la ley que se expresa por la composicion de f y
g:

z=g(y) = 9(f(x)).
5) En la figura estan representados un rectdngulo de area 1 y sobre &l un tridngulo equilétero cuyo lado

coincide con la base del rectangulo. ¢;Cual es el area A del tridanngulo en funcién de la altura x del
rectangulo?

Para resolver este problema procederemos en tres etapas:

1°) Determinamos la base y del rectdngulo en funcién de su altura x.

2°) Expresamos el area A del triangulo equilatero en funcién de su lado .
3°) Combinamos los dos resultados anteriores.

1°) Como x.y =1, resultaque y=1/x (x>0).
2°) A=y.h/2.

h se puede expresar en funcion de vy.
En efecto, por el teorema de Pitagoras:

h? + (y/2)? =y, o sea que:

R y
h=yy? -1 =Xy,
o 2 Y h
V3
Y=Yy
Luego: A:;zﬁy2
2 4

A

2
3°) Azﬁ. y? :ﬁ(l) )
4 4 \X
Obsérvese que la tercera etapa corresponde a componer las funciones obtenidas en las etapas 12 y 22,

6) Consideremos las funciones y = f(x) =¥x, y=g (x) =2x + 1 y calculemos su composicion
gof.

(92 1)(x) = a(f(x)) = o¥x) = 2: 8 +1.

En resumen, lo que hemos hecho fue sustituiren y=2x+1 a x por Ix .

El uso de variables independiente y dependiente en la expresion de una funcion es técnicamente
apropiado para manejarse con la composicion de funciones. Supongamos que se trata de obtener la
composicién go f . Escribimos u = f(x) poniendo en evidencia ademas de la variable independiente x

la variable dependiente u. Escribamos ahora y = g(u), poniendo la variable u como variable

independiente de g. La sustitucion de u por f(x) en y =g(u) conducira a la expresién y = g(f(u)) de
la composicion.



7) Frecuentemente aparecen funciones que se pueden escribir como composicion de otras mas
sencillas, lo que facilita su estudio. Por ejemplo:

a) y=5x2—3x+2

Esta funcion es la composicién de las funciones u=x>—-3x+2, y= u.

1
b) y=——.
x2+1

Vamos a expresar esta funcion como composicién de otras. Estas funciones aparecen en forma natural
indicando el orden en que son efectuadas las operaciones algebraicas para obtener y. Primero
podemos calcular el nimero u = x>+ 1, luego v = Ju y finalmente y se obtiene haciendo y = 1/v.
Tenemos asi que:

u=x"+1

v=4u

y=1M.

Estas igualdades definen funciones y su composicion conduce a la funcion y = pues:

y=1v=1+u =1/ Vx? +1.

Posibilidad de composicién de dos funciones numéricas.

Sean dadas las funciones definidas por u=1-x, y= Ju . Esclaro que para ciertos valores de X,

por ejemplo x=2, u=-1 no pertenece al dominio de definicion de y = Ju (es decir: v=1 no
tiene sentido).
En este caso la composicion no es posible. Esto es natural pues la funcién y =+/1—Xx solamente esta

definida en
{x: 1-x20}={x: 12x}=(-oo1].

Para que la composicidn sea posible consideramos solamente los valores de x tales que X € (— «,1].
De esta manera u=1-x e [0, + o), dominio de definicion de la funcién y = Ju.

14. COMPLEMENTO SOBRE EL CRECIMIENTO DE FUNCIONES.

Sea f una funcidn creciente y a un namero real. Entonces:
1°) y=f(x)+a es creciente.
2°) y=f(x+a) escreciente.
3°) y=—f(x) esdecreciente.
4°) y=f(-x) esdecreciente.
5°) y=a.f(x) escrecientesi a>0.
6°) Siademas f espositiva, y=1/f(x) es decreciente.

Por otra parte, si g es otra funcion creciente, entonces:
7°) f+g escreciente.
8°) Siademas f y g son positivas entonces f. g es creciente.

Si en lo escrito en este parrafo se intercambian las palabras “creciente” y “decreciente” se obtienen
propiedades analogas.

Probemos algunas de las propiedades enunciadas:
1°) Si Xxg<xy, como f es creciente, f(xo) <f(xy); entonces f(xp)+a <f(x)+ a.

2°) Si Xg<X, entonces Xxo +a<x; +a; como f escreciente, resulta que f(xo+a) < f(x;+a).



7°) Supongamos Xo< x;. Como f y g son crecientes:

f(Xo) <f(x1), 9g(Xo) <g(xw),
Sumando, se tiene que:

f(Xo) + 9(Xo) <f(x1) +g(Xa).

8°) Supongamos X;< X,,como f es creciente, f(x;)< f(x,). Multiplicando por el nimero positivo
g(xy) se tiene que:

*) f(x1).9(x1) < f(x2).9 (x1)
Por ser g creciente, g(x1) <g(x,). Luego, por ser f(x,) >0,
(**) f(%2).9(x1) < f(X2).g (X2).

Teniendo en cuenta las desigualdades (*) y (**), resulta que:
f(x1).9(x1) < f(x2).9 (x2).

Con respecto a la composicion se tienen las siguientes propiedades:

9°) Sea go f la composicion de dos funciones.
Si ambas funciones son crecientes 0 ambas decrecientes entonces go f es creciente.
Si una de ellas es creciente y la otra es decreciente entonces go f es decreciente.

Probemos una sola de estas afirmaciones:
Supongamos que f y g son crecientes y veamos que también go f es creciente: en efecto,

Si Xp<x; entonces, por ser f creciente se tiene que f(xo) < f(x;). Como g es creciente, se tiene
entonces que  g(f(xo)) < g(f(xy)).

EJEMPLOS

A) Consideremos nuevamente la funcién y = 1/(1-x*), cuyo grafico hemos estudiado. (Ver ejemplo 1,
parrafo 11)

En [0, +0), y=1-Xx?, es decreciente, ya que en ese intervalo y = x* es creciente, luego y=-x* es
decreciente (por 3°) y entonces y = 1-x? lo es también. (por 1°).

En[0,1), y = 1-x* es positiva y decreciente, como vimos, luego y = 1/(1-x*) es creciente en [0,1).
(por la propiedad anéloga a 6° para funciones decrecientes).

En (1, +x), y=1-x* es negativa y decreciente, luego y=—(1-x*) es positiva y creciente. En
consecuencia, por la propiedad 6°, y = 1/(—(1-x)) es decreciente y entonces, por 3°, y = 1/(1-x?), es
creciente.

Como la funcidn es par, basta estudiarla en [0, +o0).

B) Veamos que la funcion y = 1/(x*+1)® —-7x +2 es decreciente en [0, +o0).

Consideremos la funcién y = 1/(x*+1)* . Esta es la composicién de u=1/(x*+1) ydey = u’.

La primera es decreciente en [0,+) pues en este intervalo y = x*+1 es creciente y positiva. Por otro
lado, y = u® es creciente. Luego, por 9° y = 1/(x?+1)* , composicion de ambas, es decreciente.

Como y =-7x +2 es decreciente, lasuma y = 1/(x*+1)> —7x +2 es decreciente en [0, +).

15. INVERSA DE UNA FUNCION.

Definicion. Una funcién f: A—»B se llama una biyeccion (o funcién biunivoca de A sobre B) si
cumple las dos condiciones siguientes:

a) aza = f@)=f@).

b) Paratodo beB hay unelemento ae A tal que f(a)=b.

Es decir que B coincide con el conjunto de valores de la funcidn.



Estas dos propiedades pueden enunciarse brevemente diciendo: f es biyectiva si para todo elemento
beB hay un Unico elemento ae A tal que f(a)=b.

(1)

Una funcion f: A—B que verifica a) se llama inyectiva o biunivoca. Si f: A—>B verifica b) se llama
sobreyectiva o funcion de A sobre B.

De acuerdo con esto, decir que f es biyectiva equivale a afirmar que f es inyectiva y sobreyectiva.
La siguiente funcidn es inyectiva pero no es sobreyectiva ya que 4 y 5 no son valores de la funcion.

(@)

En cambio, la funcion

©) A

es sobreyectiva pero no es inyectiva ya que g(1) =g(2) = a.

NOTA: Observe que si A y B son conjuntos finitosy f: A—B es una funcion biyectiva entonces A
y B tienen el mismo ndmero de elementos. Si f es inyectiva el nimero de elementos de A es menor
oigual que el de B ysi f essobreyectiva, B tiene por lo menos tantos elementos como A.

Definicién. Dada una funcion biyectiva f: A—B, se llama inversa de f ala funcion g: B—>A que
asociaa beB el Unico elemento acA tal que f(a) =bh.

La inversa de la funcién indicada en el diagrama (1) se obtiene simplemente invirtiendo el sentido de
las flechas.

Es claro que si g es inversa de f, entonces g también es biyectiva y su inversa es f.

En esencia: si la funcién f lleva x a vy, lainversa g lleva y a x.

EJEMPLOS
(1)



Si f eslaproyeccion desde O, del segmento A sobre el segmento B (en las condiciones de la
figura), su inversa g es la proyeccion de B sobre A. (f(a) = b, g(b) =a)

2) Consideremos ahora la proyeccion f de una circunferencia C sobre larecta R desde un punto O,

como se indica en la figura:
(6]
L3

Po

Esta funcién no es ni inyectiva ni sobreyectiva. En efecto:

1) f(@) =f(a’) y a=a’ (luego no es inyectiva).
2) El punto b no es proyeccion de ningin punto de la circunferencia. (Luego no es sobreyectiva). El

conjunto de valores de f es el segmento pyQg -
En vista de que f no es biyectiva, no tiene inversa. Sin embargo, si restringimos el dominio de f al

arco de circunferencia pg:
o)
LN

\
Po do b

la proyeccién es ahora inyectiva. Por otra parte, podemos eliminar del rango los puntos que no son
valores de la funcion, o sea, los que no pertenecen al segmento pgqg . En estas condiciones, la funcion

proyeccion f del arco C, sobre el segmento pgpQgy €s una biyeccion:



ysuinversa g proyectael segmento pgqo sobre el arco Co. (f(a) = b, g(b) = a).

3) Inversa de una funcion lineal.
Sea f: R— IR la funcidn lineal y = f(x) =a.x+b, con a = 0. Veamos que es una biyecciény
calculemos su inversa: tenemos que ver que dado yeIR existe un Unico xelR tal que f(x) =ax+b=
y. Es decir, veamos que la ecuacion en la incdgnita x
axtb=y

tiene una Unica solucion. Efectivamente, despejando x obtenemos

x=(y—h)la
como solucién Unica de la ecuacion dada. Con esto probamos que f es una biyeccion. Su inversa es
precisamente ¢: IR— IR dada por

x=9(y) = (y-b)/a.
4) Consideremos ahora la funcién f: R— IR, f(x) = X2
Si procediésemos como en el caso anterior, a partir de la ecuacion en x:

*) y=x*, (y fijo)
obtendriamos x = J_rﬁ.

La situacion es diferente de la del ejemplo anterior:

En primer lugar, si  y<0, ﬁ no tiene sentido, esto es, la ecuacién (*) no tiene ninguna solucién, lo
que indica que la funcién f no es sobreyectiva.

En segundo lugar, si y >0, la ecuacién (*) tiene dos soluciones: —\/? y \/V lo que muestra que no

es inyectiva.
Lo que haremos ahora se parece a lo que hicimos en el ejemplo 2: consideraremos la funcién y = x4,
restringida al dominio [0, +o0), cuyo gréafico es:



Luego, eliminamos del rango IR todos los puntos y que no son valores de la funcion, esto es, por lo
recién visto, todos los nimeros negativos. Tenemos asi que la funcién y = x? define una biyeccion

f: [0, +0) — [0, +o0).
Ahora si, para cada y > 0, la ecuacién x?=y tiene como uUnica solucién x= \/V .

NOTA: Naturalmente, tomando la semirrecta (—o, 0] como dominio de la funcion en lugar de
[0, + o0), hubiéramos obtenido x= —\/V como funcion inversa.

Gréfico de la funcion inversa.

Consideremos el grafico de una biyeccién f

El mismo gréafico nos sirve para visualizar su inversa ¢

Es claro que en el eje horizontal en este segundo diagrama marcamos los valores de la variable
dependiente x y en el eje vertical los de la variable independiente y. (Las variables independiente y



dependiente se intercambian cuando se pasa de f a g). No es dificil llevar el diagrama anterior a la
forma habitual en la cual la variable independiente se representa sobre el eje horizontal.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
y

Finalmente, no hay inconveniente en poner, como es costumbre, y en lugar de xy x en lugar de y (o
sea, intercambiar el nombre de las variables) y se tendra

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
X

Es conveniente observar que cuando se usan las mismas unidades de medida en los dos ejes el
grafico de f essimétrico del de g respecto de la recta A, que es el gréfico de la funcion y = x,
bisectriz del primer y tercer cuadrantes:

Es facil darse cuenta que un punto P de coordenadas (x, y) tiene por simétrico con respecto de A al
punto de coordenadas (y, x). Si (x, y) es un punto del gréfico de f entonces y = f(x), luego x =g(y) y



en consecuencia el punto (y, x) es un punto del grafico de g. Asi, los gréficosde f y g son
simétricos respecto de A.

EJEMPLO. y= v/x

y =%

Las funciones y= ¥x nelN.
Estas funciones son las inversas de las funciones y=x".Si n es impar, el dominio es toda la recta y

si nes par hay que tener el mismo cuidado que con la funcién x — VX . Es decir, considerarlas como
funciones de [0, +o0) en [0, +o0).

Grafico de i/;

<

I
w
=

Las funciones crecientes (y también las decrecientes) son inyectivas.
En efecto: si x; # Xp, Serd 0 bien X; <Xy, 0 X;>X,. Si f es, digamos, creciente, entonces serd
f(x)<f(x)) o f(xo) <f(x1), segun el caso. De cualquier modo se tiene entonces que f(x,) # f(xy).

La inversa de una funcidn creciente es creciente. La inversa de una funcién decreciente es
decreciente.

Veamos la primera afirmacion.

Sea f una funcion creciente y g su inversa. Entonces, si X; <X, probemos que y;=g(X;)<y,=g(Xy).
Si no fuera asi, cabrian dos posibilidades: o bien y; =y, 0 y; >V, Sifuera y; =y, tendriamos que x;
=g(y1) = ¥2=09(X2), lo que es absurdo pues X; # X,. El caso y; >y, conduce también a un absurdo: f
es creciente, luego x; = f(y1) > f(y,) = X, contra lo supuesto.

Corolario.
a) Las funciones y= Wx son funciones crecientes (si nelN).

b) Las funciones y =x"4= q\/X P~ (con p, q €IN) son crecientes.



q/ L . .
Enefecto, y= vxP escomposicionde u=x" ey =Yu , que son ambas crecientes y hemos visto
que la composicion de funciones crecientes es creciente.

c¢) Las funciones y=x® =1/x"@ (con p, q €IN) son decrecientes en (0, +x).

Enefecto, y=x" es creciente y positiva en (0, +w), luego y = 1/x" es decreciente en dicho
intervalo.

EJERCICIO. Verificar que la funcién y:\/x+2\/; es creciente en [0, +o0).

Otros ejemplos sobre el calculo de inversas.
Consideremos la funcion y = 1/(1+x?). El gréfico de esta funcién es como el de la figura siguiente:

Es simétrico respecto del eje y pues la funcién es par; en [0, +0) esta funcion es decreciente; en 0
toma el valor 1y para valores muy grandes de x la ordenada y es muy pequefia. Siendo una funcién
par, no puede ser inyectiva, pues en X yen —x tiene el mismo valor; ademas, observando la figura,
vemos que la funcidn restringida al intervalo [0, +) es inyectiva y que su conjunto de valores es (0,1].

—

0 1

Luego, existe la inversa g:(0,1] —[0, +o0), que podemos calcular explicitamente despejando x enla
ecuacion y = 1/(1+x?). Setiene que 1+x*=1/y, luego x*=1/y — 1, de donde resulta que:
X== 1 -1.
y

Como x debe ser mayor que 0O, la inversa de f es

o) =x= [-1.
y

En la argumentacion anterior nos hemos remitido al gréafico de la funcién f, pero esto no es esencial.

Podrfamos simplemente haber estudiado la ecuacién y = 1/(1+x%): de x=+_|=-1 , deducimos que

y
L . . . . /1 /1 o
la funcion no es inyectiva (debido a que hay dos raices: ,[——1 y —_[—-=1) y que lo sera si nos
y y

restringimos a [0, +o0) ya que en este caso la Unica solucion sera



*) Xx=_[—-1.

Por otro lado, para que y sea un valor de la funcion, esta expresion debe tener sentido, o sea, debe ser
1/y>0 e y=0.Estoes: (1-y)ly=>0.
Veamos para qué valores de y ocurre esto:

1_y + + + + + + + H+ + + + ] - — — — — — — — - — — - — —
lo I

y - - - - - - - T e s s
d 1!

1-vy - - — — — — — — R T
d 1l

Seve que (1 —y)ly>0si ye (0, 1]. Asi, la funcién f: [0, +o0) — (0, 1] es una biyecci’on y su inversa
g est’a dada por (*).

En los ejemplos de funciones dadas por y =f(x) que consideramos, hemos podido despejara x en
funcién de 'y, es decir (restringiendo convenientemente el dominio y el rango de f cuando fue
necesario), hemos podido calcular en forma efectiva la inversa de f. En general esto no ocurre. Puede
ser un problema muy dificil y ain ser imposible obtener una expresién algebraica que dé a x en
funcion de .

Nocién de continuidad.

Comparemos los graficosde y=x* y de y=H(x) (funcién impulso).

El primero es un trazo continuo, se lo puede dibujar sin levantar el l1apiz. Con el graico de y = H(x) no
ocurre asi, hay que dar un salto con el lapiz, en x = 0.

Una funcion continua es, hablando con cierta vaguedad, una funcién y =f(x) tal que a dos valores
proximos de X: X; Y X, corresponden valores proximos de y: y; e y,. Lafuncién y=x? y muchas
otras que hemos visto en ejemplos anteriores son continuas: si dos nUmeros x; y X, son “casi
iguales” sus cuadrados también son casi iguales”. Esta es la causa de que el grafico de y = x? sea un
trazo continuo.

Las funciones continuas tienen graficos con trazo continuo.

La funcion y = H(x), en cambio, no es continua: —1/1.000.000 es “casi igual” a 0 (es un valor muy
pequefio) y sin embargo H(-1/1.000.000) = 0, que no esta proximo a H(0) =1, y esto también es asi
para —0,000000001 o para cualquier otro nimero negativo pequefio x: H(x) =0 y H(0) = 1. Esta
discontinuidad de H en x =0 es la causa de la ruptura del grafico, del salto del mismo en x =0.

La nocion de continuidad sera precisada y estudiada en los cursos de Analisis Matematico.



Maximo y minimo de una funcion.

Sea f: D — IR. Sedice que X, esun punto de méximo de f si f(Xo) > f(x) paratodo x eD. Se
dice que f(xo) esel valor maximo de f. Se da una definicién andloga para punto de minimo de f
y para valor minimo de f.

Xo: punto de maximo de f

X1: punto de minimo de f

f(x o)

f(x1)

Si Xo estal que f decreceen x>Xx, ycreceen x<Xo, X €Sunpuntode maximo. Porejemplo Xy
=0 es punto de maximo de f(x) = 1/(1+x°).

En los cursos de Analisis Matematico se estudiaran técnicas para la determinacion de los maximos y
minimos de una funcion, problema éste de gran importancia préactica.



