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Sistemas mecánicos discretos no holónomos
Principio de Lagrange-D’Alembert discreto

Un sistema mecánico discreto con vínculos no holónomos M = (Q, Ld ,Dd ,D) está
determinado por,

* Función diferenciable Ld : Q�Q ! R, Q variedad de dimensión finita,

* Subvariedad Dd � Q�Q, vínculos cinemáticos,

* Subfibrado D � TQ, vínculos variacionales.

La acción discreta está dada por Sd (q�) :=
N�1

∑
k=0

Ld
�
qj , qj+1

�

Principio de Lagrange-D’Alembert discreto. Las trayectorias del sistema satisfacen8<:
�
qj�1, qj

�
2 Dd

dSd (q�) (δq�) = 0

para toda variación δq� a extremos fijos con δqj 2 Dqj .
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Sistemas mecánicos discretos no holónomos con simetría

G grupo de Lie que actúa sobre Q, l : G �Q ! Q, de modo que π : Q ! Q/G es un
fibrado principal.

Otras acciones de G

Acción levantada a TQ Acción diagonal

G � TQ ! TQ G � (Q�Q)! Q�Q

g � (q, q̇) 7! (lg (q) , dlg (q̇)) g � (q0, q1) 7! (lg (q0) , lg (q1))

G es una simetría para M = (Q, Ld ,Dd ,D) si Ld , Dd y D son G-invariantes.
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Sistemas mecánicos discretos no holónomos con simetría
Conexión discreta - Descripción de espacios

Definición
Una conexión discreta afín es una aplicación Ad : U � Q�Q ! G,

Ad (q0, q1) := g,

donde g 2 G es el único tal que

(q0, q1) =
�

q0, lQg (q0)
�
�
�

q0, lQ
g�1 (q1)

�
.

Esta noción de conexión discreta afín permite, entre otras cosas, describir el espacio
cociente (Q�G) /G que aparece naturalmente en el proceso de reducción y que
denotamos G̃ := (Q�G) /G.

Q�Q
Φ- Q�G �Q/G Φ(q0, q1) := (q0,Ad(q0, q1), πQ,G(q1))

Γ(q0, q1) = (π
Q�G,G(q0,Ad(q0, q1)), πQ,G(q1))

(Q�Q)/G

?
- G̃ �Q/G

?
L̂d : G̃ �Q/G ! R
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Sistemas mecánicos discretos no holónomos con simetría
Teorema de Reducción

Sea G un grupo de simetría de M = (Q, Ld ,Dd ,D) y Ad conexión discreta afín sobre
πQ,G : Q ! Q/G.

Sean q� curva discreta en Q, (vk , rk+1) := Γ (qk , qk+1) curva discreta en G̃ �Q/G.

Son equivalentes,

1 q� es trayectoria del sistema en Q,

2 (v�, r�) es trayectoria del sistema reducido definido sobre G̃ �Q/G; es decir, (vk , rk+1)
satisface los vínculos cinemáticos reducidos y

dŜd (v�, r�) (δv�, δr�) = 0

para toda variación (δv�, δr�) que satisface los vínculos variacionales reducidos.
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Reducción de sistemas mecánicos discretos no holónomos
¿Se puede plantear la reducción en etapas?

H subgrupo cerrado normal de G - G/H es grupo de Lie

Reducción de la simetría dada por H

MQ = (Q�Q, Ld ,Dd ,D) Ld : Q�Q ! R

M̂Q = (H̃ �Q/H , L̂d , D̂d , D̂)
?

L̂d : H̃ �Q/H ! R

G/H representa la simetría residual del sistema

El sistema reducido M̂Q =
�
H̃ �Q/H , L̂d , D̂d , D̂

�
no es un sistema mecánico discreto.
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Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos

Para sistemas continuos, Cendra, Marsden y Ratiu (2001) definen una familia de
sistemas donde realizar reducciones sucesivas es posible. Siguiendo esa línea
proponemos la siguiente definición para el caso de sistemas discretos.

Definición
Un sistema de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discreto M = (E, Ld ,Dd ,D,P) está
determinado por,

* φ : E ! M espacio fibrado entre variedades de dimensión finita,

* Función diferenciable Ld : E �M ! R,

* Subvariedad Dd � E �M, vínculos cinemáticos,

* Subfibrado D � TE, vínculos variacionales,

* P una aplicación que determina una relación encadenada entre las variaciones.

Algunos sistemas de Lagrange D’Alembert Poincaré discretos
Sistemas mecánicos discretos con vínculos no holónomos.

El sistema reducido obtenido anteriormente.
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Dinámica de los sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré
discretos

La acción discreta está dada por Sd (ε�, m�) :=
N�1

∑
k=0

Ld (εk , mk+1)

Las trayectorias del sistema satisfacen8<:
(εk , mk+1) 2 Dd

dSd (ε�, m�) (δε�, δm�) = 0

para toda variación infinitesimal (δε�, δm�) a extremos fijos.

Una variación infinitesimal a extremos fijos (δε�, δm�) satisface

δmN = 0 y δmk = dφ (εk) (δεk) con k = 1, ..., N � 1

δε0 = P ((ε0, m1) , (ε1, m2))
�gδε1

�
y δεN�1 = δ̂εN�1

δεk =gδεk + P ((εk , mk+1) , (εk+1, mk+2))
�

δ̂εk+1

�
si k = 1, ..., N � 2

donde gδεk 2 Dεk � Tεk E es arbitrario para k = 1, ..., N � 1.
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Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con
simetría

Definicion
Un grupo de Lie G es un grupo de simetría de M = (E, Ld ,Dd ,D,P) si

1 G actúa sobre φ : E ! M,
2 Ld , Dd y D son G-invariantes por las acciones correspondientes,
3 P es G-equivariante.

Considerando esta simetría, con Ad una conexión discreta afin sobre M ! M/G,
obtenemos

E �M - E �G �M/G

(E �M)/G
?

- G̃E �M/G
?

Γ

-
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Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con
simetría
Descripción del sistema reducido

El sistema reducido M̂ =
�
G̃E , L̂d , D̂d , D̂, P̂

�
está determinado por,

* pM/G : G̃E := (E �G) /G ! M/G espacio fibrado,

* Función diferenciable L̂d : G̃E �M/G ! R,

* Subvariedad D̂d := Γ (Dd) � G̃E �M/G, vínculos cinemáticos,

* Subfibrado D̂ := D1 (p1 � Γ) (D) � TG̃E , vínculos variacionales,

* Una aplicación que determina una relación encadenada entre las variaciones es

P̂ ((v0, r1) , (v1, r2)) (δv1) =

d (p1 � Γ) (ε0, m1)
�
P ((ε0, m1) , (ε1, m2)) (δε1) , dpM/G (ε1) (δε1)

�
donde δε1 2 Dε1 .
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Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con
simetría
Teorema de Reducción

Sean G un grupo de simetría de M y Ad una conexión discreta afín sobre
πM ,G : M ! M/G.

Para el camino discreto (ε�, m�) en E �M definimos un camino discreto (v�, r�) en
G̃E �M/G como (vk , rk+1) := Γ (εk , mk+1). Luego, son equivalentes,

1 (ε�, m�) es una trayectoria del sistema M = (E, Ld ,Dd ,D,P).
2 Para todo k = 0, ..., N � 1, (εk , mk+1) 2 Dd y

D1Ld (εk , mk+1) +D1Ld (εk�1, mk) � P ((εk�1, mk) , (εk , mk+1))

+D2Ld (εk�1, mk) � dφ (εk) = 0

para variaciones δεk 2 Dεk .

3 (v�, r�) es una trayectoria del sistema M̂ =
�
G̃E , L̂d , D̂d , D̂, P̂

�
.

4 Para todo k = 0, ..., N � 1, (vk , rk+1) 2 D̂d y

D1L̂d (vk , rk+1) +D1L̂d (vk�1, rk) � P̂ ((vk�1, rk) , (vk , rk+1))

+D2L̂d (vk�1, rk)dpM/G (vk) = 0

para variaciones δvk 2 D̂vk .
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Categoría de sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré
discretos

Objetos: sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos M = (E, Ld ,Dd ,D,P)

Morfismos: aplicaciones Γ : E �M ! E 0 �M 0 tales que

Γ es una submersión suryectiva,

Ld = L 0d � Γ, D0d = Γ (Dd ) , D0 = D1 (p1 � Γ) (D) ,

Para todo ((ε0, m1) , (ε1, m2) , δε1) 2 p�3 (D),

P 0
�
Γ(2) ((ε0, m1) , (ε1, m2))

�
(D1 (p1 � Γ) (ε1, m2) (δε1)) =

d (p1 � Γ) (ε0, m1) (P ((ε0, m1) , (ε1, m2)) (δε1) , dφ (ε1) (δε1))

D1 (p2 � Γ) (ε0, m1) = 0 para todo (ε0, m1) 2 C0 (E),

pC00 (E),M 0
2 � Γ � pC00 (E),C0 (E)

1 = φ0 � p
C0(E0),E0
1 � Γ � pC00 (E),C0 (E)

2
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Formulación categórica

Proposición
LDPd es una categoría.

Teorema
Dado Γ 2 morLDPd (M,M0) con M = (E, Ld ,Dd ,D,P) y M0 =

�
E 0, L 0d ,D0d ,D0,P 0

�
, sea

(ε�, m�) un camino discreto en C0 (E) y definimos
�
ε0k , m 0

k+1

�
:= Γ (εk , mk+1) para

k = 0, ..., N � 1.
Luego, (ε�, m�) es una trayectoria de M si y sólo si (ε0�, m 0

� ) es una trayectoria de M0.

Fernández-Tori-Zuccalli () Reducción discreta no holónoma en etapas EAMGyFM - Septiembre 2017 13 / 22



Formulación categórica

Proposición
LDPd es una categoría.

Teorema
Dado Γ 2 morLDPd (M,M0) con M = (E, Ld ,Dd ,D,P) y M0 =

�
E 0, L 0d ,D0d ,D0,P 0

�
, sea

(ε�, m�) un camino discreto en C0 (E) y definimos
�
ε0k , m 0

k+1

�
:= Γ (εk , mk+1) para

k = 0, ..., N � 1.
Luego, (ε�, m�) es una trayectoria de M si y sólo si (ε0�, m 0

� ) es una trayectoria de M0.

Fernández-Tori-Zuccalli () Reducción discreta no holónoma en etapas EAMGyFM - Septiembre 2017 13 / 22



Simetría residual

Proposición
Sea G un grupo de simetría de M y H � G un subgrupo normal cerrado.
Se elige una conexión AH

d del fibrado principal πM ,H : M ! M/H de modo tal que

AH
d

�
lMg (m0) , lMg (m1)

�
= gAH

d (m0, m1) g�1.

Entonces, G/H es un grupo de simetría de M̂ =
�
H̃E , L̂d , D̂d , D̂, P̂

�
obtenido por la

reducción de M usando AH
d .
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Equivalencia entre la reducción en etapas y la reducción directa

M

MH

Γ
A H
d

-

MG

�

Γ A
G d

MG/H

Γ
A G/Hd

-

Teorema

Los sistemas MG y MG/H son isomorfos en LDPd .
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Equivalencia entre la reducción en etapas y la reducción directa

Teorema
1 Sea (ε�, m�) una curva discreta en C0 (E). Para k = 0, ..., N � 1 definimos las curvas

discretas �
vH

k , rH
k+1

�
:= ΓAH

d
(εk , mk+1) ,

�
vG/H

k , rG/H
k+1

�
:= ΓAG/H

d

�
vH

k , rH
k+1

�
y
�

vG
k , rG

k+1

�
:= ΓAG

d
(εk , mk+1)

en C0
�
H̃E
�
, C0

�
G̃E
�

y C0
�
]G/HH̃E

�
respectivamente. Son equivalentes,

(ε� , m�) es una trayectoria de M.�
vG
� , rG

�
�

es una trayectoria de MG .�
vH
� , rH

�
�

es una trayectoria de MH .�
vG/H
� , rG/H

�
�

es una trayectoria de MG/H .

2 F
�

vG/H
k , rG/H

k+1

�
=
�

vG
k , rG

k+1

�
para todo k.
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Otros resultados para sistemas de
Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos

Las trayectorias de un SLDPD satisfacen ecuaciones verticales y horizontales.

Estas ecuaciones definen morfismos G-equivariantes de modo que las ecuaciones
pueden expresarse en términos de las variables reducidas.

Se define un momento no holónomo discreto cuya evolución puede describirse a
partir de la dinámica vertical.
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Conexión no holónoma generalizada
Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con simetría

Suponemos que la acción de G define un fibrado principal πE,G : E ! E/G. El espacio
vertical es VG

ε := Tε (O (ε)).

Una conexión principal sobre este fibrado consiste en la elección de un subespacio
G-equivariante HorAε de TεE tal que

TεE = HorAε �VG
ε

y HorAε depende de ε en forma diferenciable.

Consideramos el subfibrado S � TE dado por Sε := VG
ε \Dε y elegimos la siguiente

descomposición
TE =W �H�S � U

donde VG = S � U , D = S �H.

La única conexión A sobre el fibrado principal πE,G : E ! E/G cuyo espacio horizontal es
HorA =W �H es llamada conexión no holónoma generalizada (CFG - 2008).
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Ecuaciones horizontales - Ecuaciones verticales
Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con simetría

Proposición
Sea M un sistema de Lagrange D’Alembert Poincaré discreto y (ε�, m�) un camino discreto
en C0 (E). Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1 (ε�, m�) satisface

D1Ld (εk , mk+1) +D2Ld (εk�1, mk) � dφ (εk)

+D1Ld (εk�1, mk) � P ((εk�1, mk) , (εk , mk+1)) 2 D�εk
.

2 (ε�, m�) satisface
νhor

d ((εk�1, mk) , (εk , mk+1) , �) 2 H�εk

νver
d ((εk�1, mk) , (εk , mk+1) , �) 2 S�εk

.
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Ecuaciones horizontales - Ecuaciones verticales
Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con simetría

Lema (H)

La aplicación νhor
d es un morfismo G-equivariante de fibrados vectoriales.

bνhor
d ((v0, r1) , (v1, r2) , δv1) = νhor

d

�
(ε0, m1) , (ε1, m2) , δεH1

�
.

Lema (V )
La aplicación νver

d es un morfismo G-equivariante de fibrados vectoriales.

bνver
d ((v0, r1) , (v1, r2) , δv1) = νver

d

�
(ε0, m1) , (ε1, m2) , δεS1

�
.
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Aplicación momento - Evolución
Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con simetría

Definición
Sea G un grupo de simetría del sistema M. Definimos la aplicación momento no
holónomo discreto Jd : C0 (E)!

�
gD
��

por

Jd (ε0, m1) (ξ) := �D1Ld (ε0, m1) (ξE (ε0))

para (ε0, m1) 2 C0 (E) y ξ 2 gD :=
�

ξ 2 g : ξE (ε0) 2 Dε0

	
, con g := Lie (G).

Para cada ξ 2 gD , (Jd)ξ (ε0, m1) := Jd (ε0, m1) (ξ).

Teorema
Sea G un grupo de simetría del sistema M y (ε�, m�) un camino discreto en C0 (E). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes,

1 (ε�, m�) satisface νver
d ((εk�1, mk) , (εk , mk+1) , �) 2 S�εk

.

2 Para todas las secciones ξ 2 Γ
�
gD
�
,

(Jd)ξ (εk , mk+1) = (Jd)ξ (εk�1, mk) +D1Ld (εk�1, mk) � P ((εk�1, mk) , (εk , mk+1)) .
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Aplicación momento - Evolución
Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con simetría

Definición
Sea G un grupo de simetría del sistema M. Definimos la aplicación momento no
holónomo discreto Jd : C0 (E)!

�
gD
��

por

Jd (ε0, m1) (ξ) := �D1Ld (ε0, m1) (ξE (ε0))

para (ε0, m1) 2 C0 (E) y ξ 2 gD :=
�

ξ 2 g : ξE (ε0) 2 Dε0

	
, con g := Lie (G).

Para cada ξ 2 gD , (Jd)ξ (ε0, m1) := Jd (ε0, m1) (ξ).

Teorema
Sea G un grupo de simetría del sistema M y (ε�, m�) un camino discreto en C0 (E). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes,

1 (ε�, m�) satisface νver
d ((εk�1, mk) , (εk , mk+1) , �) 2 S�εk

.

2 Para todas las secciones ξ 2 Γ
�
gD
�
,

(Jd)ξ (εk , mk+1) = (Jd)ξ (εk�1, mk) +D1Ld (εk�1, mk) � P ((εk�1, mk) , (εk , mk+1)) .
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