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Sistemas mecanicos discretos no holénomos
Principio de Lagrange-D’Alembert discreto

Un sistema mecénico discreto con vinculos no holénomos M = (Q, L4, Dy, D) esta
determinado por,

* Funcion diferenciable Ly : Q X Q — R, Q variedad de dimension finita,
* Subvariedad Dy C Q x @, vinculos cinematicos,

* Subfibrado D C TQ, vinculos variacionales.
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* Subfibrado D C TQ, vinculos variacionales.

N-1
La accion discreta esta dada por Sq (q.) := Y L (qj, @j+1)
k=0
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Sistemas mecanicos discretos no holénomos
Principio de Lagrange-D’Alembert discreto

Un sistema mecénico discreto con vinculos no holénomos M = (Q, L4, Dy, D) esta
determinado por,

* Funcion diferenciable Ly : Q X Q — R, Q variedad de dimension finita,
* Subvariedad Dy C Q x @, vinculos cinematicos,

* Subfibrado D C TQ, vinculos variacionales.

N-1
La accion discreta esta dada por Sq (q.) := Y L (qj, @j+1)
k=0

Principio de Lagrange-D’Alembert discreto. Las trayectorias del sistema satisfacen
(9-1,9) € Da

dS4(q) (6g) =0

para toda variacion dq. a extremos fijos con dgj € Dg;.
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Sistemas mecanicos discretos no holénomos con simetria

G grupo de Lie que actua sobre Q, l: G x Q — Q, de modo que 7: Q@ — Q/G es un
fibrado principal. J
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Sistemas mecanicos discretos no holénomos con simetria

G grupo de Lie que actua sobre Q, l: G x Q — Q, de modo que 7: Q@ — Q/G es un
fibrado principal.

Otras acciones de G

Accioén levantada a TQ Accién diagonal
GxTQ—TQ Gx(@xQ)—QxQ
9-(q.4) — (g(q),dly () 9+ (90, 1) — (g (90) . g (a1))
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Sistemas mecanicos discretos no holénomos con simetria

G grupo de Lie que actua sobre Q, l: G x Q — Q, de modo que 7: Q@ — Q/G es un
fibrado principal.

Otras acciones de G

Accioén levantada a TQ Accién diagonal
GxTQ—TQ Gx(@xQ)—QxQ
9-(q.4) — (g(q),dly () 9+ (90, 1) — (g (90) . g (a1))

G es una simetria para M = (Q, Ly, Dy, D) si Ly, Dg y D son G-invariantes.
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Sistemas mecanicos discretos no holénomos con simetria

Conexion discreta - Descripcion de espacios

Definicién

Una conexion discreta afin es una aplicacion Ag: U4 C Q x Q — G,
Aa (qo,q1) = g,

donde g € G es el tinico tal que

(qo,q1) = (qo,ng (QO)) g (QO, 1511 (‘h)) .
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Sistemas mecanicos discretos no holénomos con simetria

Conexion discreta - Descripcion de espacios

Definicién

Una conexion discreta afin es una aplicacion Ag: U4 C Q x Q — G,
Aa (qo,q1) = g,

donde g € G es el tinico tal que

(qo,q1) = (QOrng (QO)) g <QOr ng—I (‘h)) .

Esta nocién de conexién discreta afin permite, entre otras cosas, describir el espacio
cociente (@ x G) /G que aparece naturalmente en el proceso de reduccion y que
denotamos G := (Q x G) /G.
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Esta nocion de conexion discreta afin permite, entre otras cosas, describir el espacio
cociente (@ x G) /G que aparece naturalmente en el proceso de reduccion y que
denotamos G := (Q x G) /G.

()]
OxQ —+ 9xGxQ/G @(qo, q1) = (qo, Aa(do, a1), ™% (q1))

(@x9)/G

.
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()]
OxQ —+ 9xGxQ/G @(qo, q1) = (qo, Aa(do, a1), ™% (q1))
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Sistemas mecanicos discretos no holénomos con simetria

Teorema de Reduccién

Sea G un grupo de simetria de M = (Q,Lq, Dqg, D) y Aq conexion discreta afin sobre
9% Q — Q/G.

Sean q. curva discreta en @, (Vk, Tier1) := I (G, Gres1) curva discreta en G x Q/G.

Son equivalentes,

@ q. es trayectoria del sistema en Q,

@ (v, r) es trayectoria del sistema reducido definido sobre G x @/ G; es decir, (v, Ti+1)
satisface los vinculos cinemcditicos reducidos y

dSq (v.,r.) (bv.,6r) =0

para toda variacion (dv.,ér.) que satisface los vinculos variacionales reducidos.
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Reduccion de sistemas mecanicos discretos no holonomos

¢Se puede plantear la reduccién en etapas?

@ H subgrupo cerrado normal de G - G/H es grupo de Lie
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Reduccion de sistemas mecanicos discretos no holonomos

¢Se puede plantear la reduccién en etapas?

@ H subgrupo cerrado normal de G - G/H es grupo de Lie

@ Reduccion de la simetria dada por H

MQ:(QXQrLd/Dd/D) Li:QOxQ—R

MQ:(HXQ/H,I:d,@d,@) I:d:HXQ/H—>]R
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¢Se puede plantear la reduccién en etapas?

@ H subgrupo cerrado normal de G - G/H es grupo de Lie

@ Reduccion de la simetria dada por H

MQ:(QXQrLd/Dd/D) Li:QOxQ—R

MQ:(HXQ/H,I:d,@d,ﬁ) I:d:HXQ/H—>]R

o G/H representa la simetria residual del sistema
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Reduccion de sistemas mecanicos discretos no holonomos

¢Se puede plantear la reduccién en etapas?

@ H subgrupo cerrado normal de G - G/H es grupo de Lie

@ Reduccion de la simetria dada por H

MQ:(QXQrLd/Dd/D) Li:QOxQ—R

MQ:(HXQ/H,I:d,@d,ﬁ) I:d:HXQ/H—>]R

o G/H representa la simetria residual del sistema

El sistema reducido Mg = (H x Q/H, Ly, Dy, D) no es un sistema mecanico discreto. J
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Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos

Para sistemas continuos, Cendra, Marsden y Ratiu (2001) definen una familia de
sistemas donde realizar reducciones sucesivas es posible. Siguiendo esa linea
proponemos la siguiente definicién para el caso de sistemas discretos.

Definicion
Un sistema de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discreto M = (E,Ly, D4, D, P) esta
determinado por,
* ¢ : E — M espacio fibrado entre variedades de dimension finita,
* Funcion diferenciable Ly : E x M — R,
Subvariedad Dy C E x M, vinculos cinemadticos,
* Subfibrado D C TE, vinculos variacionales,

* P una aplicacién que determina una relacién encadenada entre las variaciones.
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Para sistemas continuos, Cendra, Marsden y Ratiu (2001) definen una familia de
sistemas donde realizar reducciones sucesivas es posible. Siguiendo esa linea
proponemos la siguiente definicién para el caso de sistemas discretos.

Definicion
Un sistema de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discreto M = (E,Ly, D4, D, P) esta
determinado por,
* ¢ : E — M espacio fibrado entre variedades de dimension finita,
* Funcion diferenciable Ly : E x M — R,
Subvariedad Dy C E x M, vinculos cinemadticos,
* Subfibrado D C TE, vinculos variacionales,

* P una aplicacién que determina una relacién encadenada entre las variaciones.

Algunos sistemas de Lagrange D’Alembert Poincaré discretos

@ Sistemas mecanicos discretos con vinculos no holonomos.
o El sistema reducido obtenido anteriormente.
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Dinamica de los sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré
discretos

N-1
La accion discreta esta dada por Sy (e., m.) := Z Lg (€1, Myt 1) J
=0
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Dinamica de los sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré
discretos
N-1

La accion discreta esta dada por Sy (e., m.) := Z Lg (€1, Myt 1)
k=0

Las trayectorias del sistema satisfacen
(€1: Myer1) € Dy

dS4 (e., m) (be.,0m) =0

para toda variacion infinitesimal (de.,dm ) a extremos fijos.
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Dinamica de los sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré
discretos
N-1

La accion discreta esta dada por Sy (e., m.) := Z Lg (€1, Myt 1)
k=0

Las trayectorias del sistema satisfacen
(€1: Myer1) € Dy
dS4 (e., m) (be.,0m) =0

para toda variacion infinitesimal (de.,dm ) a extremos fijos.

Una variacion infinitesimal a extremos fijos (de.,6m.) satisface

dmy=0 'y  Omy =d¢(ex)(dex) conk=1,.,N—1

deo =P ((eo,ma), (€1, m2)) (55) y  den—1 =den—1

Sex = dex + P ((e1e, Myer1) s (€1, Myet2)) (6ek+1) sik=1,.,N—2

donde gevk € D¢, C T, E es arbitrario para k = 1,..., N — 1.

v
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Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con
simetria

Definicion

Un grupo de Lie G es un grupo de simetria de M = (E,Ly, Dy, D, P) si
@ G actua sobre ¢ : E — M,
@ Ly, Dy y D son G-invariantes por las acciones correspondientes,

@ P es G-equivariante.
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Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con
simetria

Definicion

Un grupo de Lie G es un grupo de simetria de M = (E,Ly, Dy, D, P) si
@ G actua sobre ¢ : E — M,
@ Ly, Dy y D son G-invariantes por las acciones correspondientes,
@ P es G-equivariante.

Considerando esta simetria, con A4 una conexion discreta afin sobre M — M/ G,
obtenemos

ExM — ExGxM/G

/\,

(ExM)/G — Gg xM/G
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Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con
simetria

Descripcion del sistema reducido

El sistema reducido M = (GE, La, Da, D, 75) esta determinado por,

* pM/G . G := (E x G) /G — M/ G espacio fibrado,

*

Funcién diferenciable Ly : Gg x M/G — R,
Subvariedad Dy := T (Dy) C Gg x M/G, vinculos cinematicos,

Subfibrado D := Dy (p; oT) (D) C TG, vinculos variacionales,

Una aplicacién que determina una relacion encadenada entre las variaciones es
P ((vo, 1), (v1,12)) (bv1) =

d(pl o r) (60/ ml) (7) ((60/ ml) ’ (ellmZ)) (561) /dpM/G (el) (561))
donde de; € D, .
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Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con
simetria
Teorema de Reduccion

Sean G un grupo de simetria de M y Ay una conexién discreta afin sobre
™G .M — M/G.

en E x M definimos un camino discreto (v.,r.) en

Para el camino discreto (e.,m)
=T (ex, Mys1). Luego, son equivalentes,

Gg x M/G como (v, Tier1)

@ (e, m) es una trayectoria del sistema M = (E,Ly, Dy, D, P).
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Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con
simetria

Teorema de Reduccion

Sean G un grupo de simetria de M y Ay una conexién discreta afin sobre

™G .M — M/G.

en E x M definimos un camino discreto (v.,r.) en

Para el camino discreto (€., m.)
=T (ex, Mys1). Luego, son equivalentes,

Gg x M/G como (v, Tier1)

@ (e, m) es una trayectoria del sistema M = (E,Ly, Dy, D, P).
@ Paratodo k=0,..,.N—1, (€, mye1) € Dg y

D1 Ly (€1, Myer1) + D1Lg (€11, Myc) © P ((€1c—1, Mic) , (€1, Mye 1))

+Do Ly (€xc—1, M) o dg (€) =0

para variaciones J¢j. € De, .
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Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con
simetria

Teorema de Reduccion

Sean G un grupo de simetria de M y Ay una conexién discreta afin sobre

™G .M — M/G.

en E x M definimos un camino discreto (v.,r.) en

Para el camino discreto (€., m.)
=T (ex, Mys1). Luego, son equivalentes,

Gg x M/G como (v, Tier1)

@ (e, m) es una trayectoria del sistema M = (E,Ly, Dy, D, P).
@ Paratodo k=0,..,.N—1, (€, mye1) € Dg y
D1 Ly (€1, Myer1) + D1Lg (€11, Myc) © P ((€1c—1, Mic) , (€1, Mye 1))
+Do Ly (€c—1,Myc) o dep (€c) =0
para variaciones J¢j. € De, .

@ (v,r.) es una trayectoria del sistema M = (G, La, Da, 75,75).
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Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con
simetria
Teorema de Reduccion

Sean G un grupo de simetria de M y Ay una conexién discreta afin sobre
™G .M — M/G.

en E x M definimos un camino discreto (v.,r.) en

Para el camino discreto (€., m.)
=T (ex, Mys1). Luego, son equivalentes,

Gg x M/ G como (vg, Tier1)

@ (e, m) es una trayectoria del sistema M = (E,Ly, Dy, D, P).
@ Paratodo k=0,..,.N—1, (€, mye1) € Dg y

D1 Ly (€1, Myer1) + D1Lg (€11, Myc) © P ((€1c—1, Mic) , (€1, Mye 1))

+Do Ly (€c—1,Myc) o dep (€c) =0
para variaciones J¢j. € De, .
@ (v,r.) es una trayectoria del sistema M = (G, La, Da, 75,75).
@ Paratodok=0,..,N—1, (U, Ts1) €Dq y
DiLyg (v, Ter1) + Dila (V1. m) © P (V-1 Te) s (Vies They 1))

+Dy Ly (U1, mic) Ap™/C () = O

para variaciones vy € Dy,..
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Categoria de sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré
discretos

@ Objetos: sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos M = (E,Ly,Dg4, D, P)
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Categoria de sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré
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@ Morfismos: aplicacionesT : E x M — E' x M’ tales que
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o I' es una submersion suryectiva,
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Categoria de sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré
discretos

@ Objetos: sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos M = (E,Ly,Dg4, D, P)

@ Morfismos: aplicacionesT : E x M — E' x M’ tales que

o I' es una submersion suryectiva,

° Ld:LZioF, DQ:I‘(Dd), D' =D (p1oT) (D),
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Categoria de sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré
discretos

@ Objetos: sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos M = (E,Ly,Dg4, D, P)

@ Morfismos: aplicacionesT : E x M — E' x M’ tales que

o I' es una submersion suryectiva,
o Ly=LjoT. D, =T (D). D' =D, (p1oT) (D).
o Para todo ((eo, mu), (e1,m2),d€1) € p; (D),
P’ (T® ((e0,mu), (€1,m2))) (D1 (p1oT) (e1,mg2) (d€1)) =
d(p1oT) (eo,mu) (P ((€0,mu), (€1,Mm2)) (9€1),dgp (€1) (d€1))
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o Lyg=L}oT, D, =T (Da). D' =Dy (poT) (D).
o Para todo ((eo, mu), (e1,m2),d€1) € p; (D),
P (T? ((eo,mu), (e1,m2))) (D1 (p1 oT) (e1,my) (J€1)) =
d(p1oT)(eo,mi) (P ((eo,m1),(€1,m2)) (d€1),d¢ (e1) (de1))
o D; (p2oT) (€9, my) = O para todo (€9, my) € C' (E),

° p;:”(E),M’ ol opfl

v/ / /
"(5),C! CEVE o pg"B1C(E)

® = ¢’ op;
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Formulacion categorica

Proposicion

£, es una categoria.

Teorema

Dado T € morggpy, (M, M') con M = (E,Lq,Dgq,D,P) y M' = (E/,L};, D}, D', P’), sea
g{e-/ ”5) urlt’caTino discreto en C' (E) y definimos (e}, mj., ;) :=T (e, My) para
Luego, (€., m.) es una trayectoria de M si y sélo si (¢/, m!) es una trayectoria de M'’.

Fernandez-Tori-Zuccalli Reduccion discreta no holénoma en etapas EAMGyFM - Septiembre 2017 13 /22




Simetria residual

Proposicion

Sea G un grupo de simetria de M y H C G un subgrupo normal cerrado.
Se elige una conexion A del fibrado principal 7 : M — M/H de modo tal que

AL (B (o), 81 (m)) = g Al (mo,mu) g™

Entonces, G/H es un grupo de simetria de M = (HE, La,Da, D, ’ﬁ) obtenido por la
reduccion de M usando AX.
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Equivalencia entre la reduccion en etapas y la reduccion directa

Teorema

Los sistemas MS y MS&'H son isomorfos en £0%,.
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Equivalencia entre la reduccion en etapas y la reduccion directa

Teorema

Q Sea (e.,, m.) una curva discreta en C' (E). Para k = 0,...,N — 1 definimos las curvas
discretas

,_ G/H .G/H\ ._
(v, i) = rAg (€1, Mye1) (Uk/ /rk+/1 ) 5= rAg/H (v i)

Y (UE' rl?ﬂ) = I"Ag, (€1 Myet1)

®
o
3
o
7]
5
1S
o
&
g
3
&
<

o F(vf/H, rfﬁi) = (vg, rgﬂ) para todo k.
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Otros resultados para sistemas de
Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos

@ Las trayectorias de un SLDPD satisfacen ecuaciones verticales y horizontales.

o Estas ecuaciones definen morfismos G-equivariantes de modo que las ecuaciones
pueden expresarse en términos de las variables reducidas.

o Se define un momento no holénomo discreto cuya evolucién puede describirse a
partir de la dinamica vertical.
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Conexion no holonoma generalizada

Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con simetria

Suponemos que la accion de G define un fibrado principal 7%¢ : E — E/G. El espacio
vertical es V& := T, (O (¢)).

Una conexién principal sobre este fibrado consiste en la elecciéon de un subespacio
G-equivariante Hor 4, de T.E tal que

T.E = Hor 4, ®V¢
y Hor 4. depende de € en forma diferenciable.
Consideramos el subfibrado S C TE dado por S, := V¢ N D, y elegimos la siguiente

descomposicion
TE=WaeHasSaeU

donde V¢ =SaoU, D=SDH.
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Conexion no holonoma generalizada

Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con simetria

Suponemos que la accion de G define un fibrado principal 7%¢ : E — E/G. El espacio
vertical es V& := T, (O (¢)).

Una conexién principal sobre este fibrado consiste en la elecciéon de un subespacio
G-equivariante Hor 4, de T.E tal que

T.E = Hor 4, ®V¢
y Hor 4. depende de € en forma diferenciable.

Consideramos el subfibrado S C TE dado por S, := V¢ N D, y elegimos la siguiente
descomposicion
TE=WaeHasSaeU

donde V¢ =SaoU, D=SDH.

La tinica conexién A sobre el fibrado principal %6 : E — E/G cuyo espacio horizontal es
Hory = W @& H es llamada conexion no holénoma generalizada (CFG - 2008).
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Ecuaciones horizontales - Ecuaciones verticales

Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con simetria

Proposicion

Sea M un sistema de Lagrange D’Alembert Poincaré discreto y (€., m.) un camino discreto
en C' (E). Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

O (e, m) satisface

D1 Lg (€1, Myey1) + DaLy (€c—1, myc) o dop (ex)

+D1Lg (€x—1, M) © P ((€k—1, M) , (€k, Myer1)) € DE, -

@ (e, m) satisface
1/)LOY'
d

VI ((€re—1,Muc) , (€1c) Myey1) , ) € Se,.-

((erc—1,muc) , (€1, Mye1) ,+) € He,
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Ecuaciones horizontales - Ecuaciones verticales

Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con simetria

Lema (H)

@ La aplicacion vg"’ es un morfismo G-equivariante de fibrados vectoriales.

o U1 ((vo, 1), (v1,12),6V1) = v ((e0, M), (€1, M2) , 0€}).

Lema (V)

ey e B L .
@ La aplicacion v es un morfismo G-equivariante de fibrados vectoriales.

o 75 ((vo, 1), (v1,12),6v1) = V5" ((€0, 1), (€1, M2) , J€F).
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Aplicacion momento - Evolucion
Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con simetria
Definicion

Sea G un grupo de simetria del sistema M. Definimos la aplicacién momento no
holénomo discreto J, : C' (E) — (gP)" por

Ja (€0, m1) (§) := —D1Lq (€0, 1) (¢ (€0))
para (eg,my) € C' (E) y& € gP := {¢ € g: &g (€0) € Dey }. con g := Lie (G).

Para cada & € gP, (Ja)g (€0, M) = Jg (€0, mu) ().
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Aplicacion momento - Evolucion
Sistemas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré discretos con simetria
Definicion

Sea G un grupo de simetria del sistema M. Definimos la aplicacién momento no
holénomo discreto J, : C' (E) — (gP)" por

Ja (€0, m1) (¢) := —D1Lq (€0, m1) (g (€0))
para (eo,my) € C'(E) y & € gP := {Z € g: &g (€0) € De, }» con g := Lie (G).

Para cada & € gP, (Ja)g (€0, M) = Jg (€0, mu) ().

Teorema

Sea G un grupo de simetria del sistema M y (e., m.) un camino discreto en C' (E). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes,

("] (E,, TTL) sati,sface Vger ((ekfl/ mk) ’ (ekl mk+1) ’ ) € Sgk'

@ Para todas las secciones ¢ € T (gP),

(Ja)z (€, Myer1) = (Ja)z (€k—1, M) + D1La (€xc—1, Muc) © P ((€x—1, M) , (€1, My 1)) -

v
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