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2CONICET,
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El método basado en el V́ınculo de Lyapunov (LCB)

Sea Q una variedad suave y conexa y X ∈ X(T ∗Q) un campo vectorial
suave sobre T ∗Q. Si ᾱ es un punto cŕıtico de X (i.e. X(ᾱ) = 0) decimos

que es

1. estable si para todo entorno ᾱ ∈ U ⊆ T ∗Q existe otro entorno
ᾱ ∈ U ′ ⊆ U tal que toda curva integral de X comenzando en U ′

permanece dentro de U ,

2. inestable si no es estable,

3. localmente asintóticamente estable si es estable y además

ĺım
t→∞

γ(t) = ᾱ,

para toda curva integral γ de X comenzando en U ′.
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1. estable si para todo entorno ᾱ ∈ U ⊆ T ∗Q existe otro entorno
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ĺım
t→∞

γ(t) = ᾱ,
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ĺım
t→∞

γ(t) = ᾱ,
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para toda curva integral γ de X comenzando en U ′.



El método basado en el V́ınculo de Lyapunov (LCB)

Función de Lyapunov (∼1892)

Una función suave V : T ∗Q→ R es una función de Lyapunov para X y
ᾱ si y sólo si

L1: V ≥ 0 y V (α) = 0 sii α = ᾱ;

L2: 〈dV (α), X(α)〉 ≤ 0 si α 6= ᾱ

Teorema: Si ᾱ es un punto cŕıtico de X y V es una función de Lyapunov
para X y ᾱ, entonces ᾱ es estable.

Si V es una función de Lyapunov para X y ᾱ, definiendo

µ(α) := −〈dV (α) , X (α)〉 ,

luego toda curva integral γ de X deben cumplir la ecuación

〈dV (γ(t)) , γ′(t)〉 = −µ (γ(t)) .

Este es el denominado V́ınculo de Lyapunov (Grillo, 2009).



El método basado en el V́ınculo de Lyapunov (LCB)

Función de Lyapunov (∼1892)

Una función suave V : T ∗Q→ R es una función de Lyapunov para X y
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Teorema: Si ᾱ es un punto cŕıtico de X y V es una función de Lyapunov
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El método basado en el V́ınculo de Lyapunov (LCB)

Consideremos un Hamiltoniano H y un punto cŕıtico inestable ᾱ del
campo vectorial Hamiltoniano asociado XH . Sea W ⊂ T ∗Q un

subfibrado de T ∗Q.

Problema de estabilización

Hallar un campo vectorial vertical Y ⊂ vlift(W ) tal que ᾱ es un punto
cŕıtico (asintóticamente) estable de X := XH + Y .

Un método de estabilización (de Lyapunov) z es un procedimiento
que resuelve el problema anterior (exhibiendo una función de Lyapunov)
para una familia de ternas (H, ᾱ,W ). El campo Y se denomina ley o

señal de control.

Dados dos métodos z y z′ definidos para la misma familia de ternas
(H, ᾱ,W ), decimos que z contiene a z′ (z′ ⊆ z) si toda ley de control

de z′ es también ley de control de z.

Los métodos z y z′ son equivalentes si z′ ⊆ z y z ⊆ z′.
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El método basado en el V́ınculo de Lyapunov (LCB)

Si fijamos V cumpliendo L1 y una función no negativa µ, basta encontrar
Y ⊂ vlift(W ) tal que Y (ᾱ) = 0 y

〈dV (α) , XH (α) + Y (α)〉 = −µ (α) . (1)

Método basado en el V́ınculo de Lyapunov (Grillo, 2009)

Fijar V, µ ∈ C∞(T ∗Q), con µ no negativa y V cumpliendo L1 y tomar
Y ∈ X(T ∗Q) tal que

Y (ᾱ) = 0, Y ⊂ vlift(W ) y iXH+Y dV = −µ.

I El método LCB es un método de estabilización de Lyapunov.

I El par (H, vlift(W )) define un sistema Hamiltoniano subactuado con
espacio de actuación vlift(W ).
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Y (ᾱ) = 0, Y ⊂ vlift(W ) y iXH+Y dV = −µ.

I El método LCB es un método de estabilización de Lyapunov.

I El par (H, vlift(W )) define un sistema Hamiltoniano subactuado con
espacio de actuación vlift(W ).



El método basado en el V́ınculo de Lyapunov (LCB)

Si fijamos V cumpliendo L1 y una función no negativa µ, basta encontrar
Y ⊂ vlift(W ) tal que Y (ᾱ) = 0 y
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Las ecuaciones cinéticas y potenciales

Supongamos que H y V son funciones simples, i.e.

H = h + h ◦ π, h(α) =
1

2

〈
α, ρ](α)

〉
V = v + v ◦ π, v(α) =

1

2

〈
α, φ](α)

〉
con ρ, φ métricas Riemannianas y h, v ∈ C∞(Q).
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donde π(σ) = q y {·, ·} es el corchete de Poisson canónico en T ∗Q.



Tomando la ecuación potencial

〈σ,Fh[ dv(q)]− Fv[ dh(q)]〉 = 0, ∀σ ∈ Fv−1(W ◦),

o bien, introduciendo el isomorfismo Ψ := Fh−1 ◦ Fv

( dv −Ψ ◦ dh)|Ψ(W )◦ = 0.

Observación

Si Ψ (W ) = span{ dqn−m+1, . . . , dqn} y

H(q,p) = piHij(q)pj + h(q), V (q,p) = piVij(q)pj + v(q),

podemos escribir

∂v

∂qµ
= Hµl Vlk

∂h

∂qk
, 1 ≤ µ ≤ n−m,

Buscamos soluciones v tales que v(q) > 0 para todo q 6= 0 y v(0) = 0
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Teorema

Sea V solución de las ecuaciones cinéticas y supongamos que

a. Ψ (W ) = span{ dqm+1, . . . , dqn} (⇔ Ψ (W )
◦ es integrable) y

b.
∂uν
∂qµ

=
∂uµ
∂qν

para todo 1 ≤ µ, ν ≤ n−m,

con uµ := Hµl Vlk ∂h
∂qk

,

entonces existe una solución local v de EP. Si además

c. la forma bilineal
Nµν := Hµl Vlk Hess(h)kν

es definida positiva en 0,

tal solución puede tomarse definida positiva alrededor de 0.



Procedimiento

1. Verificar que Ψ (W )
◦ es integrable alrededor de 0;

2. hallar las coordenadas tales que
Ψ (W ) = span

{
dqn−m+1, ..., dqn

}
;

3. ver que ∂uν
∂qµ =

∂uµ
∂qν para todo 1 ≤ µ, ν ≤ n−m alrededor de 0;

4. definir v como

v(q1, . . . , qn) :=

n−m∑
µ=1

∫ qµ

0

uµ(0, . . . , 0, t, qµ+1, . . . , qn) dt

+
κ

2

m∑
a=1

(
qn−m+a

)2
para alguna constante κ;

5. verificar que N es definida positiva en 0;

6. escoger κ tal que

κ >

∑m
b=1

∑n−m
µ=1

(
∂uµ/∂q

n−m+b(0)
)2

λNmı́n

.
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Observaciones

I La idea de estudiar la ecuación potencial a partir de una solución de
la cinética ya se hab́ıa utilizado en el contexto del energy shaping
(Lewis, 2006).

I En dicha referencia, el autor da condiciones necesarias y suficientes
de existencia de soluciones locales utilizando la teoŕıa de
integrabilidad de Goldschmidt, válida en la categoŕıa Cω.

I En nuestro planteamiento, la construcción es válida en la categoŕıa
C∞.

I La solución puede construirse a partir de V calculando integrales
ordinarias en las coordenadas que rectifican Ψ(W )◦.

I Además, damos condiciones necesarias y suficientes para que la
solución sea definida positiva.
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Caso particular: estabilización de sistemas 1-subactuados

Supongamos que rank(W ) = n− 1.

En tal caso, la codistribución W (y
también Ψ(W )) son integrables. Luego, si tomamos coordenadas tales

que W = span{dq2, . . . , dqn}, vale que

Teorema

Existen soluciones locales de EC y EP definidas positivas alrededor de 0
si y sólo si (Chang, 2010 y Grillo et al. 2017)

∂2h

∂q1∂qi
(0)Hi,1+a(0) 6= 0, para algún 1 ≤ a ≤ n− 1,

o bien (2)

∂2h

(∂q1)2
(0) > 0,

I Existen versiones intŕınsecas de estas condiciones.
I La demostración no construye una solución de las ecuaciones

cinéticas y potenciales de manera expĺıcita, lo cual es importante
para definir la ley de control que pueda ser utilizada en aplicaciones.
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para definir la ley de control que pueda ser utilizada en aplicaciones.



Caso particular: estabilización de sistemas 1-subactuados

Supongamos que rank(W ) = n− 1.En tal caso, la codistribución W (y
también Ψ(W )) son integrables. Luego, si tomamos coordenadas tales

que W = span{ dq2, . . . , dqn}, vale que

Teorema

Existen soluciones locales de EC y EP definidas positivas alrededor de 0
si y sólo si (Chang, 2010 y Grillo et al. 2017)

∂2h

∂q1∂qi
(0)Hi,1+a(0) 6= 0, para algún 1 ≤ a ≤ n− 1,

o bien (2)

∂2h

(∂q1)2
(0) > 0,
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Cambio de variables en el término cinético

Fijemos un complemento V de W en T ∗Q, i.e. T ∗Q = V ⊕W .

Dada v,
podemos definir métricas l sobre W y δ sobre V y un morfismo

γ ∈ L(V,W ) tales que

l(σ1, σ2) = φ(iW (σ1), iW (σ2) = φ(σ1, σ2),

γ = l[ ◦ i∗W ◦ φ] ◦ iV ,
δ(λ1, λ2) = φ(iV (λ1), iV (λ2))− l (γ(λ1), γ(λ2)) .

para todo σ1, σ1 ∈W y λ1, λ2 ∈ V , con iV,W : V,W ↪→ T ∗Q.

A la inversa, dadas δ, γ y l, definimos

φ(α, β) = δ(pV (α), pV (β)) + l (γ+(α), γ+(β))

con

γ+(α) = pW (α) + γ(pV (α)) y pV,W : T ∗Q→ V,W
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Cambio de variables en el término cinético

Puede verse que el cambio

φ (o v)↔ (δ, γ, l)

es una biyección.

Ecuaciones en variables (δ, γ, l)

Las ecuaciones cinéticas y potenciales en términos de estas nuevas
variables son

{d ◦ pV , h}(σ) = 0,

〈dv(q),Fh(σ)〉 − 〈 dh(q),F(d ◦ pV )(σ)〉 = 0,

para todo σ ∈ γ−(V ), con π(σ) = q y

γ−(λ) = λ− γ(λ) y d(λ) =
1

2

〈
λ, δ](λ)

〉

Observación 1: La variable l no aparece en las ecuaciones.
Observación 2: La variable γ no aparece diferenciada.
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Puede verse que el cambio

φ (o v)↔ (δ, γ, l)

es una biyección.

Ecuaciones en variables (δ, γ, l)

Las ecuaciones cinéticas y potenciales en términos de estas nuevas
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Fijemos ahora una función v.

Siguiendo la definición de las variables
(δ, γ, l), tenemos

Observación

Ψ(W )◦ =
(
Fh−1 ◦ Fv(W )

)◦
= Fh(Fv−1(W )) = Fh(γ−(V ))!!

¿Es posible escoger el morfismo γ de manera tal que
Ψ(W )◦ = Fh(γ−(V )) sea integrable?

En tal caso, ¿es posible encontrar las coordenadas que
rectifiquen esa distribución?

Si {E1, . . . , En−m} es un marco en V , la integrabilidad de la distribución
implica que hay coordenadas en las cuales Fh(γ−(Eµ)) = ∂

∂qµ En ese
caso, las EP se escriben

∂v

∂qµ
= uµ

¡Ya lo sab́ıamos!
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Soluciones locales por cuadraturas

Teorema

Sea W ⊂ T ∗Q un subfibrado vectorial de rango m y sea(
U, (q1, . . . , qn)

)
una carta coordenada de Q con q̄ ∈ U y tal que

Wq̄ = { dqn−m+1|q̄, . . . , dqn|q̄}.

Entonces existen un subfibrado vectorial V ⊂ T ∗Q tal que
T ∗qQ = Vq ⊕Wq para todo q ∈ U , marcos locales sobre U para V y un
morfismo de fibrados vectoriales γ ∈ L(V,W ) tales que

Fh(γ−(Eµ)) =
∂

∂qµ
.

Más aun, la construcción de V , Eµ’s y γ es puramente algebraica.

En estas coordenadas, las ecuaciones potenciales son

∂v

∂qµ
= uµ
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Procedimiento simplificado

1. Verificar que Ψ (W ) es integrable alrededor de 0;

2. hallar las coordenadas tales que
Ψ (W ) = span

{
dqn−m+1, ..., dqn

}
;

3. ver que ∂uν
∂qµ =

∂uµ
∂qν para todo 1 ≤ µ, ν ≤ n−m alrededor de 0 ;

4. definir v como

v(q1, . . . , qn) :=

n−m∑
µ=1

∫ qµ

0

uµ(0, . . . , 0, t, qµ+1, . . . , qn) dt

+
κ

2

m∑
a=1

(
qn−m+a

)2
para alguna constante κ;

5. verificar que N es definida positiva en 0;

6. escoger κ tal que

κ >

∑m
b=1

∑n−m
µ=1

(
∂uµ/∂q

n−m+b(0)
)2

λNmı́n

.
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Construcción de soluciones por cuadraturas: subactuación 1

En el caso en que m = n− 1, solo hay una ecuación cinética:

∂δ

∂q1
= Bδ

cuya solución es

δ(q1, . . . , qn) = P (q2, . . . , qn)e
∫ q1
0

B(t,q2,...,qn) dt.

con P > 0.
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Observaciones

I En el caso de subactuación 1, las condiciones de integrabilidad de la
EP se cumplen de inmediato, puesto que solo se trata del caso
µ = ν = 1.

I Entonces, con esta solución de la EC completamos el procedimiento
anterior a un conjunto de instrucciones para construir soluciones
locales de las ecuaciones cinéticas y potenciales por cuadraturas.

I Además, probamos que la positividad de la matriz M es equivalente a

∂2h

∂(q1)2
(0) > 0.
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locales de las ecuaciones cinéticas y potenciales por cuadraturas.

I Además, probamos que la positividad de la matriz M es equivalente a

∂2h

∂(q1)2
(0) > 0.



Soluciones expĺıcitas de las ecuaciones cinéticas y
potenciales para sistemas con simetŕıa: subactuación 1

Si G es un grupo de Lie abeliano que actúa sobre Q de manera libre y
propia, supongamos que

H(g · α) = H(α) y g · β ∈W, ∀g ∈ G,α ∈ T ∗Q, β ∈W,

entonces, si Tq̄Q = W ◦q̄ + Tq̄(Orb(q̄)), existen coordenadas
(x, y1, . . . , yn−1) tales que

∂H

∂ya
= 0, ∀a = 1, . . . , n− 1.

y

W = span{dya}n−1
a=1

Las llamamos coordenadas G-adaptadas.
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Dado que H depende únicamente de x, podemos buscar una solución
δ = δ(x) y γ = γ(x).

Esto se traduce en una simplificación de la ecuación cinética(
H11 −H1,1+bγb

)
δx = B δ,

donde B = H11
x − 2H1,1+b

x γb + γaH1+a,1+b
x γb.Integrando la ecuación

δ(x) = P exp

(∫ x

0

B(t)

H11(t)−H1,1+b(t)γb(t)
dt

)
,

con P positiva y
(
H11 −H1,1+bγb

)
(0) 6= 0.

¿Cómo utilizamos el procedimiento desarrollado
anteriormente?

Buscamos las coordenadas que rectifiquen la distribución
Ψ(W )◦. Tales coordenadas se encuentran por cuadraturas en

un entorno de 0.
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Idea de la demostración

Consideremos W ] := ρ](W ) y sea V ] ⊂ TQ tal que TQ = V ] ⊕W ]

sobre U .

Como ρ[ es un isomorfismo, el fibrado V := ρ[(V ])
complementa a W sobre U . Definiendo

Aq := span

{
∂

∂qµ

}n−m
µ=1

vale que Aq̄ ∩W ]
q̄ = {0}. Por continuidad, podemos suponer que vale

para todo q ∈ U . Cada campo coordenado se descompone

∂

∂qµ
= XV

µ +XW
µ , XV

µ ∈ V ], XW
µ ∈W ].

Sea pV ] : TQ→ V ]. Dado que

ker(pV ] |A) = ker(pV ]) ∩A = W ] ∩A = {0}.

Esto dice que pV ] |A es inyectivo y, en consecuencia, los campos XV
µ son

LI.
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Idea de la demostración

Definamos como marco para V a

Eµ = ρ[
(
XV
µ

)
= ρ[

(
pV ]

(
∂

∂qµ

))

y consideremos γ̃ : V ] →W ] dado por

γ̃
(
XV
µ

)
=

∂

∂qµ
−XV

µ .

Luego, definiendo

γ = −ρ[ ◦ γ̃ ◦ ρ]

tenemos

ρ](γ−(Eµ)) = ρ](Eµ − γ(Eµ)) = ρ]
[
ρ[(XV

µ ) + (ρ[ ◦ γ̃ ◦ ρ])(ρ[(XV
µ ))
]

= XV
µ + γ̃(XV

µ ) = XV
µ +

∂

∂qµ
−XV

µ =
∂

∂qµ
.
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Ecuaciones para sistemas 1-subactuados

Supongamos que W tiene rango n− 1. En este caso, existen coordenadas
en un entorno U de q̄ en las cuales

Wq = span{ dq2
∣∣
q
, . . . , dqn|q}, ∀q ∈ U.

Escogiendo

Vq = span{ dq1
∣∣
q
}, ∀q ∈ U,

y utilizando la representación de δ y γ en los marcos coordenados las
ecuaciones cinéticas son

Ak
∂δ

∂qk
−Bδ = 0 y Ak

∂v

∂qk
− ∂h

∂q1
δ = 0,

donde Ak := H1k −Hk,1+aγa y

B := ∂H11

∂q1 − 2∂H
1,1+b

∂q1 γb + γaγb
∂H1+a,1+b

∂q1 .

Indices a, b, c = 1, . . . , n− 1; k = 1, . . . , n.
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Ecuaciones para sistemas 1-subactuados
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Estabilización de sistemas 1-subactuados

Usamos el Método de Caracteŕısticas (MC) para resolverlas alrededor de
0.

Fijando una función positiva g : Rn−1 → R y κ > 0, imponemos
condiciones de borde

δ(q1, . . . , qn−1, 0) = g(q1, . . . , qn−1)

v(q1, . . . , qn−1, 0) =
κ

2

n−1∑
a=1

(qa)2

Teorema

Existen constantes γa(0) tales que las soluciones del MC son definidas
positivas en un entorno de 0 si y sólo si

∂2h

∂q1∂qi
(0)Hi,1+a(0) 6= 0, para algún 1 ≤ a ≤ n− 1,

o bien (3)

∂2h

(∂q1)2
(0) > 0,
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Observaciones

Corolario

Un sistema 1-subactuado es estabilizable con función de Lyapunov simple
si y solo si se cumplen las condiciones (3) del Teorema.

I La condición suficiente fue probada por primera vez por Chang
utilizando el ES. En su trabajo, Chang demostró que dichas
condiciones equivalen a decir que la linealización del sistema en 0 es
controlable o bien no controlable con modos no controlables dados
por un par imaginario puro.

I Nuestra demostración fue desarrollada de manera independiente
antes de conocer la equivalencia entre métodos.

I Ninguna de las dos demostraciones construye una solución de las
ecuaciones cinéticas y potenciales (o de las condiciones de matching)
de manera expĺıcita, lo cual es importante para construir una señal
de control expĺıcita que pueda ser utilizada en aplicaciones.
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de manera expĺıcita, lo cual es importante para construir una señal
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Observaciones

I Una condición necesaria y suficiente para la existencia de soluciones
locales es

∂fν

∂qµ
=
∂fµ

∂qν
, µ, ν = 1, . . . , n−m.

I La solución puede construirse por medio de cuadraturas, i.e.
computando integrales de funciones conocidas.

I Tal solución es definida positiva si y solo si la matriz de elementos

Mµν :=
[
δµτ p̄kτHess(h)kν

]
(0)

lo es.

I En tal caso, basta tomar

κ >

∑m
b=1

∑n−m
µ=1

(
∂fµ/∂qn−m+b(0)

)2
λMmı́n

.
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Soluciones locales por cuadraturas de las ecuaciones
potenciales

Por otro lado, las ecuaciones cinéticas son∑
(µ,ν,τ)

(
Aτk(H, γ)

∂δµν

∂qk
−Bµνθ (H, γ)δθτ

)
= 0, µντ = 1, . . . , n−m,

(4)

Tenemos entonces el siguiente procedimiento para construir una solución
de las ecuaciones potenciales:

1. tomar coordenadas (U,ϕ), un complemento V y un morfismo γ
como las del Teorema anterior;

2. tomar una solución δ de (4);

3. chequear que alrededor de 0 valen las ecuaciones

∂fµ

∂qν
=
∂fν

∂qµ
, ∀µ, ν = 1, . . . , n−m;
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(µ,ν,τ)

(
Aτk(H, γ)

∂δµν

∂qk
−Bµνθ (H, γ)δθτ

)
= 0, µντ = 1, . . . , n−m,

(4)

Tenemos entonces el siguiente procedimiento para construir una solución
de las ecuaciones potenciales:

1. tomar coordenadas (U,ϕ), un complemento V y un morfismo γ
como las del Teorema anterior;

2. tomar una solución δ de (4);

3. chequear que alrededor de 0 valen las ecuaciones

∂fµ

∂qν
=
∂fν

∂qµ
, ∀µ, ν = 1, . . . , n−m;



Soluciones locales por cuadraturas de las ecuaciones
potenciales

Por otro lado, las ecuaciones cinéticas son∑
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Soluciones locales por cuadraturas de las ecuaciones
potenciales

4. definir v como

v(q1, . . . , qn) :=

s∑
µ=1

∫ qµ

0

fµ(0, . . . , 0, t, qµ+1, . . . , qn) dt

+
κ

2

m∑
a=1

(
qn−m+a

)2
para alguna constante κ;

5. verificar que la matriz M es definida positiva;

6. escoger κ de manera que

κ >

∑m
b=1

∑n−m
µ=1

(
∂fµ/∂qn−m+b(0)

)2
λMmı́n

.
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Est. asintótica de sistemas con 2 grados de libertad

Usando la expresión expĺıcita del LCB para la señal de control, podemos
aplicar el principio de Invariancia de LaSalle para mostrar que en el caso
n = 2, la estabilizabilidad es de hecho asintótica.

Concretamente, a
partir de

Lema (Algoritmo)

Dada una variedad P , un campo vectorial X sobre P , un punto cŕıtico ᾱ
de X, una subvariedad S0 ⊂ P conteniendo a ᾱ, definamos

Sn := {α ∈ Sn−1 : X(α) ∈ TSn−1}, n ∈ N, (5)

donde suponemos que cada Sn es una subvariedad de Sn−1. Entonces, el
mayor subconjunto X-invariante I de S0 cumple

{ᾱ} ⊆ I ⊆
⋂

n∈N
Sn.

En particular, si Sk = {ᾱ} para algún k ∈ N, entonces I = {ᾱ}.
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Est. asintótica de sistemas con 2 grados de libertad

Lema

Suponiendo que el sistema cumple las condiciones (3), existen
condiciones de borde sobre el conjunto {q2 = 0} para las ecuaciones
cinéticas y potenciales, una función γ y un subconjunto abierto T 3 ᾱ de
T ∗Q, tal que:

I el subconjunto S1 correspondiente a S0 = µ−1 (0) ∩ T es una
subvariedad de S0;

I S2 es una subvariedad de S1;

I S3 = {ᾱ}.

Este lema, en combinación con el Principio de Invariancia de LaSalle, dice
que

Teorema

Un sistema con dos grados de libertad puede ser asintóticamente
estabilizado con función de Lyapunov simple si y sólo si el sistema cumple
las condiciones (3).
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Idea de la demostración

Definamos Z0 := µ−1(0)

I Es sencillo ver que Z0 es el conjunto de nivel cero de la función
F(x, y, px, py) := γ(x, y)px + py, que es una subvariedad de
R4 ' U ⊂ T ∗Q.

I Ahora necesitamos calcular los valores de X = XH + λ vlift( dy)
sobre Z0, que a su vez implica calcular los valores de {V,H} y λ
sobre Z0. Luego, definamos Z1 como el conjunto de nivel cero de
G := (F,F∗(X)).

I Usando que 0 es un ḿınimo no degenerado de v, podemos probar
que G∗ tiene rango máximo en (0,0) y por lo tanto, por
continuidad, lo mismo es cierto en un entorno T1 de (0,0). Esto
dice que Z1 ∩ T1 es una subvariedad de Z0 ∩ T1.
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que G∗ tiene rango máximo en (0,0) y por lo tanto, por
continuidad, lo mismo es cierto en un entorno T1 de (0,0). Esto
dice que Z1 ∩ T1 es una subvariedad de Z0 ∩ T1.



Idea de la demostración

Definamos Z0 := µ−1(0)

I Es sencillo ver que Z0 es el conjunto de nivel cero de la función
F(x, y, px, py) := γ(x, y)px + py, que es una subvariedad de
R4 ' U ⊂ T ∗Q.

I Ahora necesitamos calcular los valores de X = XH + λ vlift( dy)
sobre Z0, que a su vez implica calcular los valores de {V,H} y λ
sobre Z0. Luego, definamos Z1 como el conjunto de nivel cero de
G := (F,F∗(X)).
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Idea de la demostración

Consideremos ahora el conjunto Z2 ⊂ Z1 ∩ T1 dado por
G∗(X)(x, y, px, py) = 0.

I Puede mostrarse que es posible escoger la constante γ(0) y las
condiciones de borde para δ y v de manera tal que Z2 está dado
localmente por el conjunto de nivel cero de la función
H(x, y, px, py) := (py, px, L(x, y)), donde L tiene gradiente no nulo
en 0.

I Nuevamente, calculando H∗ en (0,0), vemos que tiene rango
máximo, y por lo tanto, existe un entorno T2 de (0,0) en el cual
esto es cierto. Luego Z2 ∩ T2 es una subvariedad de Z1 ∩ T1 ∩ T2.

I Definamos Z3 ⊂ Z2 ∩ T2 como el conjunto de nivel cero
H∗(x, y, px, py) = 0. Ahora, usando la no singularidad de H, el
hecho de que el gradiente de L es no nulo en 0 y la ecuación
potencial, es posible mostrar que todos los puntos en π(Z3) son
cŕıticos para v. Sin embargo, gracias al lema de Morse, v tiene un
punto cŕıtico aislado en 0, de manera que existe un entorno T3 de
(0,0) para el cual Z3 ∩ T3 = {(0,0)}.

I Finalmente, tomando T := T1 ∩ T2 ∩ T3 y S0 = Z0 ∩ T se sigue que
S1 = Z1 ∩ T , S2 = Z2 ∩ T y S3 = Z3 ∩ T = {(0,0)}, que es lo que
queŕıamos probar.
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