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El método basado en el Vinculo de Lyapunov (LCB)

Sea () una variedad suave y conexa y X € X(T*@Q) un campo vectorial
suave sobre T*@. Si @& es un punto critico de X (i.e. X(&) = 0) decimos
que es

1. estable si para todo entorno & € U C T*( existe otro entorno
a € U’ C U tal que toda curva integral de X comenzando en U’
permanece dentro de U,
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para toda curva integral v de X comenzando en U’.

R



Una funcién suave V : T*@Q — R es una funcién de Lyapunov para X y
a@ siy sblo si
L1: V>0y V(a) =0siia=a;

L2: (dV(e), X () <O0si a#
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Una funcién suave V : T*@Q — R es una funcién de Lyapunov para X y
a@ siy sblo si

L1: V>0y V(a) =0siia=a;
L2: (dV(a), X (a)) <0sia#a

Teorema: Si & es un punto critico de X y V' es una funcién de Lyapunov
para X y @, entonces & es estable.
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El método basado en el Vinculo de Lyapunov (LCB)

Funcién de Lyapunov (~1892)

Una funcién suave V : T*@Q — R es una funcién de Lyapunov para X y
a siy sélo si

Ll: V>0y V(a) =0siia=aq;

L2: (dV(a), X (a)) <0sia#a

Teorema: Si & es un punto critico de X y V' es una funcién de Lyapunov
para X y &, entonces & es estable.

Si V es una funcién de Lyapunov para X y &, definiendo
pla) = = (dV (), X (o)),
luego toda curva integral v de X deben cumplir la ecuacién
(dV (v(1) 7' (1) = —n(v(#)) -

Este es el denominado Vinculo de Lyapunov (Grillo, 2009).



Consideremos un Hamiltoniano H y un punto critico inestable & del

campo vectorial Hamiltoniano asociado X . Sea W C T*Q un
subfibrado de T*Q.
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Consideremos un Hamiltoniano H y un punto critico inestable & del
campo vectorial Hamiltoniano asociado Xg. Sea W C T*@Q un
subfibrado de T*Q).

Problema de estabilizacidn

Hallar un campo vectorial vertical Y C vlift(W) tal que & es un punto
critico (asintéticamente) estable de X := Xy + Y.

Un método de estabilizacion (de Lyapunov) F es un procedimiento
que resuelve el problema anterior (exhibiendo una funcién de Lyapunov)
para una familia de ternas (H, @, W). El campo Y se denomina ley o
seial de control.

Dados dos métodos F y £’ definidos para la misma familia de ternas
(H, &, W), decimos que F contiene a F’' (F' C F) si toda ley de control

de f’ es también ley de control de F .

Los métodos F y £’ son equivalentessi F' C F y F C F'.



Si fijamos V' cumpliendo L1 y una funcién no negativa p, basta encontrar
Y Cvlift(W) tal que Y(a) =0y

(dV (@), Xu (@) +Y(a)) = —p(a)

(1)
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El método basado en el Vinculo de Lyapunov (LCB)

Si fijamos V' cumpliendo L1 y una funcién no negativa p, basta encontrar
Y C vlift(W) tal que Y(a) =0y

(dV (@), Xp (a) + Y () = —p(e). (1)

Método basado en el Vinculo de Lyapunov (Grillo, 2009)

Fijar V, u € C*°(T*Q), con p no negativa y V cumpliendo L1 y tomar
Y € X(T*Q) tal que

Y(@)=0, Y CVIft(W) y ix,+vdV =—pu

» El método LCB es un método de estabilizacién de Lyapunov.

> El par (H,vlift(W)) define un sistema Hamiltoniano subactuado con
espacio de actuacién vlift(W).



Supongamos que H y V son funciones simples, i.e

H=bH+hom,

b(0) = 5 (0 p*(a)

V=v+vom,

o(0) = 3 (0, 6*(a)

con p, ¢ métricas Riemannianas y h,v € C*(Q)
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Las ecuaciones cinéticas y potenciales
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Las ecuaciones cinéticas y potenciales

Supongamos que H y V son funciones simples, i.e.

H=h+hom,  bla)= 5 (arp(a))

Ll ORI

V=v+vom, n(a):§<o¢,¢ﬁ(a)>

con p, ¢ métricas Riemannianas y h,v € C*(Q).
Puede verse que una condicidn necesaria y suficiente para la existencia de
soluciones de (1) es

{0.0}(0) =0, Vo eFo }(W°),

ecuaciones cinéticas (EC)

(dv(q),Fb (o)) — (dh (), Fo(0)) =0, Vo € Fo ().

ecuaciones potenciales (EP)

donde 7(c) = qy {-,-} es el corchete de Poisson canénico en T*(Q.



Tomando la ecuacién potencial

(o, Fh[dv(q)] = Fo[dh(q)]) =0, Vo eFo '(W°),



Tomando la ecuacién potencial
{0,Fp[dv(q)] — Fo[dh(q)]) =0, Vo €Fo " (W°),
o bien, introduciendo el isomorfismo ¥ := Fh~! o Fo

(dv— W o dh)|gye = 0.



Tomando la ecuacién potencial
(0, Fh[dv(q)] — Fo[dh(¢q)]) =0, Vo € Fo~'(W°),
o bien, introduciendo el isomorfismo ¥ := Fh~! o Fo

(dv— W o dh)|gye = 0.

Observacién
Si (W) = span{dg"~™* ... d¢"}y

H(q,p) = piH"(q)p; + h(q),  V(q,p) = p:V7(q)p; + v(q),

podemos escribir
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Tomando la ecuacién potencial
(0, Fh[dv(q)] — Fo[dh(¢q)]) =0, Vo € Fo~'(W°),
o bien, introduciendo el isomorfismo ¥ := Fh~! o Fo

(dv— W o dh)|gye = 0.

Observacién
Si (W) = span{dg"~™* ... d¢"}y

H(q,p) = piH"(q)p; + h(q),  V(q,p) = p:V7(q)p; + v(q),

podemos escribir

ov o, vik oh

ul aiqu = = )

Buscamos soluciones v tales que v(q) > 0 para todo q # 0y v(0) =0



Teorema

Sea V solucién de las ecuaciones cinéticas y supongamos que
a. U (W) = span{dg™*?,..., dg"} (& ¥ (W)° es integrable) y
b.

ou, Ou
8/‘:85 para todo 1< pv<n—m,
q q
con uy, = H,,, V* gq}}c,

entonces existe una solucion local v de EP. Si ademdas
c. la forma bilineal
Ny, = H,; V* Hess(h)y,,
es definida positiva en 0,

tal solucion puede tomarse definida positiva alrededor de 0.



1. Verificar que ¥ (W)° es integrable alrededor de 0;
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1. Verificar que W (W)° es integrable alrededor de 0;
2. hallar las coordenadas tales que

¥ (W) = span { dg"~™*, ..., dg"};
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1. Verificar que W (W)° es integrable alrededor de 0;
2. hallar las coordenadas tales que
¥ (W) = span { dg"~™*, ..., dg"};

3. ver que ?)ZZ = gz,‘j para todo 1 < p, v < n — m alrededor de 0;
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1. Verificar que W (W)° es integrable alrededor de 0;
2. hallar las coordenadas tales que

U (W) = span { dg"~™*!, .., d¢g"};
3. ver que gZZ = au“
4. definir v como

para todo 1 < p, v < n — m alrededor de 0;

n—m qlJ’
v(g, ..., q") :=Z u, (0,...,0,t,¢" T g")dt
p=1"0
m
E n m+a
2 :1

a

para alguna constante k;
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1. Verificar que W (W)° es integrable alrededor de 0;
2. hallar las coordenadas tales que
U (W) = span { dg"~™*!, .., d¢g"};

3. ver que gs; = au“ para todo 1 < p, v < n — m alrededor de 0;

4. definir v como

n—m gt
v(g,...,q") = Z u, (0,...,0,t,¢" T g")dt
p=1"0
K m
v n— m+a
2

para alguna constante k;
5. verificar que N es definida positiva en 0;

u]
8]
1
n
it
N)
pe)
i)



Procedimiento

1. Verificar que W (W)° es integrable alrededor de O;

2. hallar las coordenadas tales que

U (W) = span { dg"~™*!, .., d¢g"};
Ou, __ Ouy
Oqt — Oq¥
4. definir v como

3. ver que para todo 1 < p, v < n —m alrededor de O;

q
v(ql,...,q”) = Z/ u/L(O,...,O,t,q"+1,...,q”)dt
p=1"0
m
+g (q71—7n+a)2
a=1

para alguna constante k;
5. verificar que N es definida positiva en 0;
6. escoger k tal que

m n—m n—m 2
- Dbt ZH:1 (87‘#/8(1 +b(0))
AN '

min
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1. Verificar que W (W)° es integrable alrededor de 0;
2. hallar las coordenadas tales que
U (W) = span { dg"~™*!, .., dg"};

3. ver que gs; = au“ para todo 1 < p, v < n — m alrededor de 0;

4. definir v como

n—m gt
v(g,...,q") = Z u, (0,...,0,t,¢" T g")dt
p=1"0
K m
v n— m+a
2

para alguna constante k;
5. verificar que N es definida positiva en 0;
6. escoger k tal que

Sy St (9u, /9" 0(0))*
AT ‘

min

K >
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> La idea de estudiar la ecuacién potencial a partir de una solucién de
la cinética ya se habia utilizado en el contexto del energy shaping
(Lewis, 2006).
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» La idea de estudiar la ecuacién potencial a partir de una solucién de

la cinética ya se habia utilizado en el contexto del energy shaping
(Lewis, 2006).

» En dicha referencia, el autor da condiciones necesarias y suficientes
de existencia de soluciones locales utilizando la teoria de
integrabilidad de Goldschmidt, valida en la categoria C'“.
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Observaciones
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» En nuestro planteamiento, la construccién es valida en la categoria
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Observaciones

» La idea de estudiar la ecuacién potencial a partir de una solucién de
la cinética ya se habia utilizado en el contexto del energy shaping
(Lewis, 2006).

» En dicha referencia, el autor da condiciones necesarias y suficientes
de existencia de soluciones locales utilizando la teoria de
integrabilidad de Goldschmidt, valida en la categoria C'“.

» En nuestro planteamiento, la construccién es valida en la categoria
COO

» La solucién puede construirse a partir de V calculando integrales
ordinarias en las coordenadas que rectifican ¥(WW)°.

» Ademads, damos condiciones necesarias y suficientes para que la
solucién sea definida positiva.



Supongamos que rank(W) =n — 1.
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Supongamos que rank(WW) = n — 1.En tal caso, la codistribucién W (y

también W(W)) son integrables. Luego, si tomamos coordenadas tales
que W = span{dq?,..., dg"}, vale que
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Caso particular: estabilizacién de sistemas 1-subactuados

Supongamos que rank(W) = n — 1.En tal caso, la codistribucién W (y
también W(1V)) son integrables. Luego, si tomamos coordenadas tales
que W = span{dq?,..., dg"}, vale que

Teorema
Existen soluciones locales de EC y EP definidas positivas alrededor de 0
si y sdlo si (Chang, 2010 y Grillo et al. 2017)
0%h
0qtoq
o bien (2)

(0)H"'*%(0) # 0, para algin  1<a<n-—1,
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Caso particular: estabilizacién de sistemas 1-subactuados

Supongamos que rank(W) = n — 1.En tal caso, la codistribucién W (y
también W(1V)) son integrables. Luego, si tomamos coordenadas tales
que W = span{dq?,..., dg"}, vale que

Teorema

Existen soluciones locales de EC y EP definidas positivas alrededor de 0
si y sdlo si (Chang, 2010 y Grillo et al. 2017)

0%h
0qtoq’
o bien (2)

0%h
(0¢")?

(0)H"'*%(0) # 0, para algin  1<a<n-—1,

(0) >0,

» Existen versiones intrinsecas de estas condiciones.

» La demostracion no construye una solucién de las ecuaciones
cinéticas y potenciales de manera explicita, lo cual es importante
para definir la ley de control que pueda ser utilizada en aplicaciones.



Fijemos un complemento V de W en T*Q, i.e. T*Q =V & W.
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Cambio de variables en el término cinético

Fijemos un complemento V de W en T#Q, i.e. T*Q =V & W. Dada v,
podemos definir métricas [ sobre W' y § sobre V' y un morfismo
v € L(V,W) tales que
lo1,02) = ¢(iw(01),iw (02) = ¢(01,02),
'y:lboi%O(buoiV,

§(A1, A2) = d(iv (M), iv(A2)) — L (v(A1),7(A2)) -

para todo 01,00 € Wy A, Ao €V, coniyw : VW — T*Q.



Cambio de variables en el término cinético

Fijemos un complemento V de W en T#Q, i.e. T*Q =V & W. Dada v,
podemos definir métricas [ sobre W' y § sobre V' y un morfismo
v € L(V,W) tales que

lo1,02) = ¢(iw(01),iw (02) = ¢(01,02),
v =00ty 0 ¢t oy,
8(A1, A2) = d(iv (A1), iv(A2)) — L(v(A1),v(A2)).

para todo 01,00 € Wy A, Ao €V, coniyw : VW — T*Q.

A la inversa, dadas §,7 y [, definimos

d(a, B) = d(pv(a), pv(B)) + 1 (74 (), v+(B))

con

Y+ (@) =pw(a) +vpv(e)) vy pyvw :T°Q = V,W



Puede verse que el cambio
¢ (0 0) < (4,7,1)

es una biyeccién.
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Cambio de variables en el término cinético
Puede verse que el cambio
¢ (0 0) <> (6,7,1)
es una biyeccién.

Ecuaciones en variables (4, ,1)

Las ecuaciones cinéticas y potenciales en términos de estas nuevas
variables son

{oopv,h}(a) =0,
(dv(g),Fh(a)) — (dh(q),F(0 o pv)(0)) =0,
para todo o € v_(V), con (c) =q y

) =A=0) y 20 = 3 (AFH)



Cambio de variables en el término cinético
Puede verse que el cambio
¢ (0 0) <> (6,7,1)
es una biyeccién.

Ecuaciones en variables (4, ,1)

Las ecuaciones cinéticas y potenciales en términos de estas nuevas
variables son

{oopv,h}(a) =0,
(dv(g),Fh(a)) — (dh(q),F(0 o pv)(0)) =0,
para todo o € v_(V), con (c) =q y

) =A=0) y 20 = 3 (AFH)

Observacion 1: La variable [ no aparece en las ecuaciones.



Cambio de variables en el término cinético
Puede verse que el cambio
¢ (0 0) <> (6,7,1)
es una biyeccién.

Ecuaciones en variables (4, ,1)

Las ecuaciones cinéticas y potenciales en términos de estas nuevas
variables son

{oopv,h}(a) =0,
(dv(g),Fh(a)) — (dh(q),F(0 o pv)(0)) =0,
para todo o € v_(V), con (c) =q y

LN =A=30) y o) =5 (A FN)

Observacion 1: La variable [ no aparece en las ecuaciones.
Observacion 2: La variable v no aparece diferenciada.



Fijemos ahora una funcién v.



Fijemos ahora una funcién v.Siguiendo la definicién de las variables

(6,7,1), tenemos
~ Observacien
U(W)° = (Fh~' o Fo(W))" = Fp(Fo~" (W)

Fh(y- (V)"
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Fijemos ahora una funcién v.Siguiendo la definicién de las variables
(6,7,1), tenemos

Observacién
U(W)° = (Fh~ o Fo(W))° = Fh(Fo~*(W)) = Fh(y—(V))!

i Es posible escoger el morfismo ~ de manera tal que
U(W)° =TFh(y_(V)) sea integrable?

En tal caso, jes posible encontrar las coordenadas que
rectifiquen esa distribucién?

Si {E',...,E" ™} es un marco en V, la integrabilidad de la distribucién

implica que hay coordenadas en las cuales Fh(y_(E*)) = 2. En ese

. ~ ogr
caso, las EP se escriben

ov

oy "




Fijemos ahora una funcién v.Siguiendo la definicién de las variables
(6,7,1), tenemos

Observacién
W(W)® = (Fp~" oFo(W))® = Fh(Fo~ ' (W)) = Fh(y—(V)!
i Es posible escoger el morfismo ~ de manera tal que

U(W)° =TFh(y-_(V)) sea integrable?

En tal caso, jes posible encontrar las coordenadas que
rectifiquen esa distribucién?

Si {E',...,E" ™} es un marco en V, la integrabilidad de la distribucién

implica que hay coordenadas en las cuales Fh(y_(EH)) = 82# En ese
caso, las EP se escriben
ov
o

iYa lo sabiamos!



Soluciones locales por cuadraturas

Teorema

Sea W C T*Q un subfibrado vectorial de rango m y sea
(U7 (¢4, ... 7q”)) una carta coordenada de QQ con q € U y tal que

Wi ={dg""" " g,..., d¢"|g}-

Entonces existen un subfibrado vectorial V- C T*Q tal que
T;Q =V, ® W, para todo q € U, marcos locales sobre U para V' y un
morfismo de fibrados vectoriales v € L(V, W) tales que

Fo(1- (B)) = 507
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Soluciones locales por cuadraturas

Teorema

Sea W C T*Q un subfibrado vectorial de rango m y sea
(U7 (¢4, ... 7q”)) una carta coordenada de QQ con q € U y tal que

Wi ={dg""" " g,..., d¢"|g}-

Entonces existen un subfibrado vectorial V- C T*Q tal que
T;Q =V, ® W, para todo q € U, marcos locales sobre U para V' y un
morfismo de fibrados vectoriales v € L(V, W) tales que

0
Fh(v_(E*)) = —.
b(v-(E")) o
Mas aun, la construccion de V, E*’s y v es puramente algebraica.

En estas coordenadas, las ecuaciones potenciales son
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1. Verificar que W (V) es integrable alrededor de 0;
2. hallar las coordenadas tales que
U (W) = span { dg"~™**, .., dg"};

3. ver que gs; = au“ para todo 1 < p,v < n —m alrededor de O ;

4. definir v como

n—m gt
v(g, ..., q") = Z u, (0,...,0,t,¢" T g")dt
p=1"0
K m
v n— m+a
2

para alguna constante k;
5. verificar que N es definida positiva en 0;
6. escoger k tal que

Sy et (u, /9" 0(0))*
AT ‘

min
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1. Verifiearque V(W] es-integrable-alrededor-de (J;— Eleccién de
7,6,V
2. hallar-las coordenadas tales que
WAYT = span { dg"=""""""dq" } ;— Eleccién de 7,6,V
3. ver que ‘g’q‘; = 2—35 para todo 1 < pu,v < n — m alrededor de O ;
4. definir v como

n—m q“‘
v(g',...,q") ::Z/ u, (0,...,0,t,¢" T L g™)dt
p=1"0
K — 2
i n—m-+ta
3Ee

para alguna constante x;
5. verificar que N es definida positiva en 0O;
6. escoger k tal que

S ST (9w, /0g™ T 0(0))
K > )\N .

min
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. Escoger vy V' que rectifican;
. Escoger § solucién de EC

. ver que g;‘;; = aq para todo 1 < p, v < n —m alrededor de O ;

. definir v como

AW NN =

n—m q”
o(g,...,q") = Z u, (0,...,0,t,¢" T g™)dt
p=1"0
m
n m+a
:1

I

a

para alguna constante k;
5. verificar que N es definida positiva en 0O;
6. escoger k tal que

S ST (9w, /0g7 0 (0))
> )\N .

min

u]
8]
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Procedimiento simplificado

1. Escoger vy V que rectifican;
2. Escoger ¢ solucién de EC
3. ver que gZ; = 8 L para todo 1 < pu, v < n —m alrededor de 0

(condicién sobre (3)
4. definir v como

n—m q
U(q17"'7qn) ::Z/ uﬂ(07""07t7q“+1)"'7qn)dt
0

K m
2 n m a

a=1
para alguna constante k;

5. verificar que N es definida positiva en 0;

6. escoger k tal que

Zb DI (auu/aqnfm%(o))z.

N

min



%
Oqt

Bé
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En el caso en que m = n — 1, solo hay una ecuacién cinética:
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En el caso en que m = n — 1, solo hay una ecuacién cinética:
00
Oq

cuya solucién es

q1 2 n
_’qn)efo B(t,q*,....q") dt

con P > 0.
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nw=v=1

» En el caso de subactuacién 1, las condiciones de integrabilidad de la
EP se cumplen de inmediato, puesto que solo se trata del caso
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» En el caso de subactuacién 1, las condiciones de integrabilidad de la

EP se cumplen de inmediato, puesto que solo se trata del caso
p=v=1

» Entonces, con esta solucién de la EC completamos el procedimiento
anterior a un conjunto de instrucciones para construir soluciones
locales de las ecuaciones cinéticas y potenciales por cuadraturas.

«O» «F»r « =>»



Observaciones

» En el caso de subactuacién 1, las condiciones de integrabilidad de la
EP se cumplen de inmediato, puesto que solo se trata del caso
w=v=1

» Entonces, con esta solucién de la EC completamos el procedimiento
anterior a un conjunto de instrucciones para construir soluciones
locales de las ecuaciones cinéticas y potenciales por cuadraturas.

» Ademas, probamos que la positividad de la matriz M es equivalente a

0%h

W(O) > 0.



propia, supongamos que

Si G es un grupo de Lie abeliano que actia sobre (Q de manera libre y
H(g-a)=H(a) y g-BeW,

Vge G,aeT*Q,8 W,

«O» «F»r « =>»

« =

DA



Si G es un grupo de Lie abeliano que actia sobre (Q de manera libre y

propia, supongamos que
H(g-a)=H(a) vy g-BeEW,

Vge G,aeT*Q,8 €W,
entonces, si 7;Q = W + T;(Orb(q)), existen coordenadas
('/'E7 y17 -

,y" 1) tales que
OH
a—ya =V, Va = 17 ,n— 1
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propia, supongamos que
H(g-a)=

() y g-BeW,

Si G es un grupo de Lie abeliano que actia sobre (Q de manera libre y

Vge G,aeT*Q,5€W,

entonces, si T;Q = W° + T5(Orb(q)), existen coordenadas
(z,y",.

,y" 1) tales que
O0H
— =0, Va=1,...,n—1
oy®
y
W = span{ dy*}"Z}
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Soluciones explicitas de las ecuaciones cinéticas y
potenciales para sistemas con simetria: subactuacién 1

Si G es un grupo de Lie abeliano que actia sobre (Q de manera libre y
propia, supongamos que

H(g-a)=H(a) y g-BeW, VgeGaeT*Q,feW,

entonces, si 15Q = W2 + T;(Orb(q)), existen coordenadas
(z,yt,...,y" 1) tales que

OH
oy

W = span{ dy"’}Z;ll

Las llamamos coordenadas G-adaptadas.



Dado que H depende lnicamente de x, podemos buscar una solucién
§=0(z)yv=r(z).



Dado que H depende lnicamente de x, podemos buscar una solucién
§=0(z)yv=r(a).
Esto se traduce en una simplificacién de la ecuacién cinética

(Hll o H171+b,yb) 59: _ 357

donde B = HI! — 2HL 1 Hby, 4, HLTe 140,



Dado que H depende lnicamente de x, podemos buscar una solucién
§=0(z)yv=r(a).

Esto se traduce en una simplificacién de la ecuacién cinética
(Hll — H171+b’yb) 593 = B(57

donde B = H! — 2HL1*0, + ~,HL+a:1+0~, Integrando la ecuacién

) . B()
o) =P o ([ eyt gy )

con P positiva y (H'" — H"!Tb~,) (0) # 0.




Dado que H depende lnicamente de x, podemos buscar una solucién
§=0(z)yv=r(a).

Esto se traduce en una simplificacién de la ecuacién cinética
(Hll — H171+b’yb) 593 = Bci

donde B = H! — 2HL1*0, + ~,HL+a:1+0~, Integrando la ecuacién

) . B()
o) =P o ([ eyt gy )

con P positiva y (H'" — H"!Tb~,) (0) # 0.

i Como utilizamos el procedimiento desarrollado
anteriormente?

Buscamos las coordenadas que rectifiquen la distribucidn
[¢]
W(W)°. Tales coordenadas se encuentran por cuadraturas en
un entorno de 0.



Fin
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Consideremos W# := p#(W) y sea V! C TQ tal que TQ = V! & W*

sobre U. Como p” es un isomorfismo, el fibrado V := p"(V'*)
complementa a W sobre U. Definiendo

p=1

6 n—m
Ay := span {8_(1”}
vale que Az N Wg = {0}.
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Consideremos W# := p#(W) y sea V! C TQ tal que TQ = V! & W*

sobre U. Como p” es un isomorfismo, el fibrado V := p"(V'*)
complementa a W sobre U. Definiendo

6 n—m
Ay = span {8_(1”}

p=1
vale que Az N Wg = {0}. Por continuidad, podemos suponer que vale
para todo g € U.
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Idea de la demostracidn

Consideremos W# := p#(W) y sea V! C TQ tal que TQ = V! & W*
sobre . Como p” es un isomorfismo, el fibrado V := p°(V¥)
complementa a W sobre U. Definiendo

a n—m
A, = span { — }
! 8q“ p=1

vale que Az N Wg = {0}. Por continuidad, podemos suponer que vale
para todo ¢ € U. Cada campo coordenado se descompone

0 A% w \% # w #
@:XM—FXM, Xu€V>Xu e W+,
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Idea de la demostracidn

Consideremos W# := p#(W) y sea V! C TQ tal que TQ = V! & W*
sobre . Como p” es un isomorfismo, el fibrado V := p°(V¥)
complementa a W sobre U. Definiendo

a n—m
A, = span { — }
! 8q“ p=1

vale que Az N Wg = {0}. Por continuidad, podemos suponer que vale
para todo ¢ € U. Cada campo coordenado se descompone

0 A% w \% # w #
@:XM—FXM, Xu€V>Xu e W+,

Sea py: : TQ — V*. Dado que

ker(py:|a) = ker(py:) N A=W N A= {0}.

. . . . V
Esto dice que py+|4 es inyectivo y, en consecuencia, los campos X/ son
LI.



Definamos como marco para V' a

0
st o

o))
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Definamos como marco para V' a

0
st o

o))

y consideremos 7 : V# — W* dado por

i P
V(X;Y)Z@— "

«O» «Fr « =>»
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Definamos como marco para V' a

0
st o

o))

y consideremos 7 : V# — W* dado por

) P
7 (X) = g — X

Luego, definiendo

y=—p oFop

tenemos

. )
X)) =X + 50—

P (- (B)) = g (B = A(B) = o [ 0" (X)) + (0" 0 70 pF) (0" (X))
0
=X + o XV

- g
|

«O>» «F»r <«
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Supongamos que W tiene rango n — 1. En este caso, existen coordenadas
en un entorno U de § en las cuales

Wy = span{ dq2|q seees dg”l}

Vq e U.

«O» «F»r « =

Er «E>»
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Supongamos que W tiene rango n — 1. En este caso, existen coordenadas

en un entorno U de § en las cuales
Wy = span{ dq2|q,..., dq"[,}, Vq € U.
Escogiendo

Vo =span{dq'[ },  VgeU,

«O» «F»r « =

Er «E>»
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Ecuaciones para sistemas 1-subactuados

Supongamos que W tiene rango n — 1. En este caso, existen coordenadas
en un entorno U de ¢ en las cuales

W, = span{ d¢*

n
q,...,dq \q}7 Vq € U.
Escogiendo
Vo =span{dq'| },  VgeU,
y utilizando la representacion de d y -y en los marcos coordenados las

ecuaciones cinéticas son

a6 v oh
ki — = ki _ —
A Bi=0 y A 9 og"

o 5=0,



Ecuaciones para sistemas 1-subactuados
Supongamos que W tiene rango n — 1. En este caso, existen coordenadas
en un entorno U de ¢ en las cuales

Wq = > dqn‘q}v VgeU.

Escogiendo
Vo =span{dq'| },  VgeU,

y utilizando la representacion de d y -y en los marcos coordenados las
ecuaciones cinéticas son

00 v oh
k _ k _
donde A% := Hlk HF 1+, y
B dHll . 2dH1 14+ ,yb + ’y ’Yb Hl+a 1+b

_Bq

Indices a,b,c=1,...,.n—1;k=1,....,n



Usamos el Método de Caracteristicas (MC) para resolverlas alrededor de
0.
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Usamos el Método de Caracteristicas (MC) para resolverlas alrededor de
0.
Fijando una funcién positiva g : R"~! — Ry x > 0, imponemos

condiciones de borde
5(qh, ...

’qn—170) = g(qla )

..,q”_l)
Kn—l
v(ql7 .. ,q”_l,O) =

2 Z:(qa)2

«Oo» <«F»
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Estabilizacién de sistemas 1-subactuados

Usamos el Método de Caracteristicas (MC) para resolverlas alrededor de
0.
Fijando una funcién positiva g : R*~! — R y x > 0, imponemos
condiciones de borde

5(q',....q" 1 0)=ga(q",...,q" ")

o(g' . q"h0) = 5 3 (g")?

[\)

Teorema

Existen constantes v,(0) tales que las soluciones del MC son definidas
positivas en un entorno de O si y sélo si

9?h
0qtoq’
o bien (3)

(0)H"***(0) # 0, para algin 1 <a<n-1,




Un sistema 1-subactuado es estabilizable con funcién de Lyapunov simple
si y solo si se cumplen las condiciones (3) del Teorema.

» La condicién suficiente fue probada por primera vez por Chang

utilizando el ES. En su trabajo, Chang demostré que dichas

por un par imaginario puro.

condiciones equivalen a decir que la linealizacién del sistema en 0 es
controlable o bien no controlable con modos no controlables dados

«O» «F»r «




Observaciones

Corolario

Un sistema 1-subactuado es estabilizable con funcién de Lyapunov simple
si y solo si se cumplen las condiciones (3) del Teorema.

» La condicién suficiente fue probada por primera vez por Chang
utilizando el ES. En su trabajo, Chang demostré que dichas
condiciones equivalen a decir que la linealizacién del sistema en 0 es
controlable o bien no controlable con modos no controlables dados
por un par imaginario puro.

» Nuestra demostracién fue desarrollada de manera independiente
antes de conocer la equivalencia entre métodos.



Observaciones

Corolario

Un sistema 1-subactuado es estabilizable con funcién de Lyapunov simple
si y solo si se cumplen las condiciones (3) del Teorema.

» La condicién suficiente fue probada por primera vez por Chang
utilizando el ES. En su trabajo, Chang demostré que dichas
condiciones equivalen a decir que la linealizacién del sistema en 0 es
controlable o bien no controlable con modos no controlables dados
por un par imaginario puro.

» Nuestra demostracion fue desarrollada de manera independiente
antes de conocer la equivalencia entre métodos.

» Ninguna de las dos demostraciones construye una solucién de las
ecuaciones cinéticas y potenciales (o de las condiciones de matching)
de manera explicita, lo cual es importante para construir una sefal
de control explicita que pueda ser utilizada en aplicaciones.



locales es

o _op
dgh dgqv’

wr=1....n—m
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» Una condicidn necesaria y suficiente para la existencia de soluciones
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locales es

afr _oft
gt

» Una condicién necesaria y suficiente para la existencia de soluciones

Oq¥’

wrv=1...,n—m

» La solucién puede construirse por medio de cuadraturas, i.e
computando integrales de funciones conocidas.
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locales es

afr  afn

dgr — dg”’

» Una condicién necesaria y suficiente para la existencia de soluciones

wrv=1...,n—m

» La solucién puede construirse por medio de cuadraturas, i.e
computando integrales de funciones conocidas.

» Tal solucién es definida positiva si y solo si la matriz de elementos
lo es.

M,,,, = [6"7pEHess(h)y.] (0)

DA



Observaciones

» Una condicién necesaria y suficiente para la existencia de soluciones

locales es
o1 _ oy
gt dgq¥’

wv=1,...,n—m.

» La solucién puede construirse por medio de cuadraturas, i.e.
computando integrales de funciones conocidas.

» Tal solucién es definida positiva si y solo si la matriz de elementos
M,,,, := [6"7pEHess(h)r] (0)

lo es.
» En tal caso, basta tomar
—m (o p _ 2
N Dbt et (04/0g"m1(0))

M

min




>

(pov,7)

Por otro lado, las ecuaciones cinéticas son
aoHv
(A‘rk( )

6k

~ BYY(H, 7)5%) =0

prvt =1

«O» «Fr « =>»
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Por otro lado, las ecuaciones cinéticas son
aoHv
> (4w

dq" — By (H, ’7)5GT> =0
(msv,7)

prvt =1

y—m,

(4)

Tenemos entonces el siguiente procedimiento para construir una solucién
de las ecuaciones potenciales

1. tomar coordenadas (U, ¢), un complemento V' y un morfismo ~
como las del Teorema anterior
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Por otro lado, las ecuaciones cinéticas son
aoHv
> (4w

dq" — By (H, ’7)5GT> =0
(msv,7)

prvt =1

y—m,

(4)

Tenemos entonces el siguiente procedimiento para construir una solucién
de las ecuaciones potenciales

1. tomar coordenadas (U, ), un complemento V' y un morfismo ~
como las del Teorema anterior

2. tomar una solucién ¢ de (4)

«O» «F»
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Por otro lado, las ecuaciones cinéticas son

> (A”“( g — BE(H 7)597)=o,

prr=1,....,n—m,

(pov,7)

(4)
Tenemos entonces el siguiente procedimiento para construir una solucién
de las ecuaciones potenciales:

tomar coordenadas (U, ), un complemento V' y un morfismo ~
como las del Teorema anterior;

2. tomar una solucién § de (4);
. chequear que alrededor de O valen las ecuaciones

ot ofr _ :
9 o Vu,v=1...,n—m;
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4. definir v como

£ q“
U(qlv"'vqn) ::Z flJ 7"'707t7q“+1 .
p=1"0

s gt dt
K m
n m+a
+5 ;
para alguna constante x
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4. definir v como

S
v(ql7 o qt) =

a=1
para alguna constante x

5. verificar que la matriz M es definida positiva
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4. definir v como

v(q'

para alguna constante x

5. verificar que la matriz M es definida positiva

6. escoger k de manera que

o T e

/\M

T (afr/0g" T (0))”

min
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Est. asintdtica de sistemas con 2 grados de libertad

Usando la expresion explicita del LCB para la senal de control, podemos
aplicar el principio de Invariancia de LaSalle para mostrar que en el caso
n = 2, la estabilizabilidad es de hecho asintética.



Est. asintdtica de sistemas con 2 grados de libertad

Usando la expresién explicita del LCB para la sefal de control, podemos
aplicar el principio de Invariancia de LaSalle para mostrar que en el caso
n = 2, la estabilizabilidad es de hecho asintética. Concretamente, a
partir de

Lema (Algoritmo)

Dada una variedad P, un campo vectorial X sobre P, un punto critico &
de X, una subvariedad Sy C P conteniendo a &, definamos

Sn = {a € Snfl : X(a) € TS”*l}’ ne N’ (5)

donde suponemos que cada S,, es una subvariedad de S,,_1. Entonces, el
mayor subconjunto X -invariante I de Sy cumple

{aycrc) S

En particular, si S, = {a} para algin k € N, entonces I = {a}.



Est. asintdtica de sistemas con 2 grados de libertad

Lema

Suponiendo que el sistema cumple las condiciones (3), existen
condiciones de borde sobre el conjunto {q*> = 0} para las ecuaciones
cinéticas y potenciales, una funcién « y un subconjunto abierto T' > & de

T*Q, tal que:
» el subconjunto Sy correspondiente a Sy = ' (0) N'T es una
subvariedad de Sy;

» Sy es una subvariedad de S;;
> S3 = {5&}



Est. asintdtica de sistemas con 2 grados de libertad

Lema

Suponiendo que el sistema cumple las condiciones (3), existen
condiciones de borde sobre el conjunto {q*> = 0} para las ecuaciones
cinéticas y potenciales, una funcién « y un subconjunto abierto T' > & de
T*Q, tal que:
» el subconjunto Sy correspondiente a Sy = ' (0) N'T es una
subvariedad de Sy;

» Sy es una subvariedad de S;;
> S3 = {5&}

Este lema, en combinacién con el Principio de Invariancia de LaSalle, dice
que

Teorema

Un sistema con dos grados de libertad puede ser asintéticamente
estabilizado con funcion de Lyapunov simple si y sélo si el sistema cumple
las condiciones (3).



Definamos Zy := pu~1(0)

‘o <S>

a
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Definamos Zy := pu~1(0)
3(x, Y, pay py) =

» Es sencillo ver que Z es el conjunto de nivel cero de la funcién
R*~ U C T*Q.

Y(x,y)pz + Py, que es una subvariedad de
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Definamos Zy := pu~1(0)

» Es sencillo ver que Z; es el conjunto de nivel cero de la funcién
§(x,y, Dz, Dy) == V(,y)pe + Py, que es una subvariedad de
R*~ U C T*Q.

» Ahora necesitamos calcular los valores de X = Xy + Avlift(dy)
sobre Zy, que a su vez implica calcular los valores de {V, H} y A
sobre Zj. Luego, definamos Z; como el conjunto de nivel cero de

& = (3,8 (X)).
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Idea de la demostracidn

Definamos Zy := 1~ 1(0)

» Es sencillo ver que Z; es el conjunto de nivel cero de la funcién
§(z,y, Pz, y) := 7(x,y)Pz + Py, que es una subvariedad de
R*~ U C T*Q.

» Ahora necesitamos calcular los valores de X = X + Avlift(dy)
sobre Zy, que a su vez implica calcular los valores de {V, H} y A
sobre Zj. Luego, definamos Z; como el conjunto de nivel cero de
® = (§, T (X))

» Usando que 0 es un minimo no degenerado de v, podemos probar
que &, tiene rango méximo en (0,0) y por lo tanto, por
continuidad, lo mismo es cierto en un entorno 77 de (0,0). Esto
dice que Z; N'T} es una subvariedad de Zy N T7.



Consideremos ahora el conjunto Zs C Z; N'T; dado por

6*(X)(xayapz7py) =0.
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Consideremos ahora el conjunto Zs C Z; N'T; dado por
QL(X)(x,y,pz,py) =0.
» Puede mostrarse que es posible escoger la constante v(0) y las
condiciones de borde para 6 y v de manera tal que Z; estd dado
localmente por el conjunto de nivel cero de la funcién

N(x, Yy, Dz Dy) = (Py, Pz, L(x,y)), donde L tiene gradiente no nulo
en 0.
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Idea de la demostracidn

Consideremos ahora el conjunto Zy C Z; N1 dado por

» Puede mostrarse que es posible escoger la constante v(0) y las
condiciones de borde para § y v de manera tal que Z5 estd dado
localmente por el conjunto de nivel cero de la funcién
D(x, Y, Pz, Dy) = (Dy, Pz, L(x,y)), donde L tiene gradiente no nulo
en 0.

» Nuevamente, calculando ), en (0,0), vemos que tiene rango
méximo, y por lo tanto, existe un entorno 75 de (0,0) en el cual
esto es cierto. Luego Z5 N T5 es una subvariedad de Z1 N1y N Th.



Idea de la demostracidn

Consideremos ahora el conjunto Zy C Z; N1 dado por

» Puede mostrarse que es posible escoger la constante v(0) y las
condiciones de borde para § y v de manera tal que Z5 estd dado
localmente por el conjunto de nivel cero de la funcién
D(x, Y, Pz, Dy) = (Dy, Pz, L(x,y)), donde L tiene gradiente no nulo
en 0.

» Nuevamente, calculando ), en (0,0), vemos que tiene rango
maximo, y por lo tanto, existe un entorno 75 de (0,0) en el cual
esto es cierto. Luego Z5 N Ts es una subvariedad de Z1 N1y N T5.

» Definamos Z3 C Z5 NT; como el conjunto de nivel cero
9+ (z,y, e, py) = 0. Ahora, usando la no singularidad de H, el
hecho de que el gradiente de L es no nulo en 0 y la ecuacién
potencial, es posible mostrar que todos los puntos en 7(Z3) son
criticos para v. Sin embargo, gracias al lema de Morse, v tiene un
punto critico aislado en 0, de manera que existe un entorno 75 de
(0,0) para el cual Z3NT5 = {(0,0)}.



Idea de la demostracidn

Consideremos ahora el conjunto Zy C Z; N1 dado por
6*(X)(I7yaprapy) =0.

» Puede mostrarse que es posible escoger la constante v(0) y las
condiciones de borde para § y v de manera tal que Z5 estd dado
localmente por el conjunto de nivel cero de la funcién
D(x, Y, Pz, Dy) = (Dy, Pz, L(x,y)), donde L tiene gradiente no nulo
en 0.

» Nuevamente, calculando ), en (0,0), vemos que tiene rango
maximo, y por lo tanto, existe un entorno 75 de (0,0) en el cual
esto es cierto. Luego Z5 N Ts es una subvariedad de Z1 N1y N T5.

» Definamos Z3 C Zy NT; como el conjunto de nivel cero
H+(z,Y, e, py) = 0. Ahora, usando la no singularidad de H, el
hecho de que el gradiente de L es no nulo en 0 y la ecuacién
potencial, es posible mostrar que todos los puntos en 7(Z3) son
criticos para v. Sin embargo, gracias al lema de Morse, v tiene un
punto critico aislado en 0, de manera que existe un entorno T3 de
(0,0) para el cual Z3NT5 = {(0,0)}.

» Finalmente, tomando T :=T) NTo NT3y So = Zy N1 se sigue que
Sl = Zl ﬂT, 52 = ZQﬂTyS;g = Z;;ﬂT: {(00)}, que es lo que
queriamos probar.
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