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1.Sistemas Hamiltonianos presimplécticos. Algoritmo
de Gotay-Nester

Definicion:

Llamaremos sistema Hamiltoniano presimpléctico a un triple (M, w, H),donde
M es una variedad diferenciable, w es una 2-forma cerrada y H € C*°(M).

@ Los sistemas Hamiltonianos presimplécticos definen una EDI (Ecuacién
diferencial implicita):

w(X)(X, .) = dH(x). (1)

Una curva solucion x(t) satisface por definicién:

wx()(x(1), .) = dH(x(1)). @)
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@ Buscamos probar si existe, 0 no, una subvariedad N de M con la
propiedad de que para toda condicidn inicial en N hay una curva
solucion.

@ Gotay y Nester desarrollaron un algoritmo de Ligaduras (ver [2]) que
permite hallar, en caso de que exista, tal subvariedad N .

@ En la teoria de Gotay-Nester se pretende resolver, localmente en un
entorno de un punto dado xo € M, una EDI:

wX)(x, ) = afx),x € M, ®)

donde w es una 2-forma cerrada sobre la variedad M y a es una
1-forma cerrada sobre M.
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@ El algoritmo consiste en hallar la sucesion de subvariedades de M:
My 2 My O ... D My, donde M es la subvariedad final y My = M,
definida de la siguiente manera::

M1 = {x € M| existe (x, v) € TM tal que w(x)(v, u) = a(x)(u),Yu € TM}

donde k € N U {0}. Se asume la siguiente condicién de regularidad en
cada uno de los pasos del algoritmo:
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@ Condicion de regularidad

@ Cada subconjunto M, obtenido en cada paso es una subvariedad
cerrada de la variedad anterior Mk, definida regularmente por ecuaciones
en esta Ultima.

Q o(x) | 7m, tiene rango localmente constante en M.
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1.1 Indice del Algoritmo

@ La condicién de regularidad determina que el proceso se detenga en
una cantidad finita de pasos cuando ocurra My, = M; para algin
f € NU {0}. Este valor f se denomina indice del algoritmo.

@ La finitud de pasos del algoritmo se basa en los siguientes lemas:

Sea (M, w, «) un sistema Hamiltoniano presimpléctico y sea { M} neNuU{o} 1@
sucesion de subvariedades de M obtenidas por aplicacion del algoritmo de
ligaduras de Gotay-Nester. Entonces tenemos que cada subvariedad de
dicha sucesion puede definirse a partir de la anterior de la siguiente manera:

M1 = {x € My | {a(x), (T:Mk)*) = {0} }, (4)

donde k+1 € N y (T,My)“ es el complemento simpléctico de T, Mj respecto
de M.

v
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Lema

Sea (M, w, a) un sistema Hamiltoniano presimpléctico y sea {Mn}neNU{O} la
sucesion de subvariedades de M obtenidas por aplicacion del algoritmo de
ligaduras de Gotay-Nester. Si existen k € N U {0} y xo € Mk, tal que se
cumple:

dim(C**" (xo)) = dim(C*(xo)),

entonces xg € Mo y:
C**?(x0) = €' (x0),

donde C™(xy) es la componente conexa de xo en Mp,.

@ Nota 1:No se utiliz6 la hipotesis 1 de la condicién de regularidad en la
demostracion del lema, sino solamente el hecho de que M.+ es
subvariedad de M.

@ Nota 2: Si utilizamos la hipétesis 1 de la condicion de regularidad en su
totalidad, es decir, el hecho de que My, 1 es subvariedad cerrada de M
definida por ecuaciones, entonces se cumple que C**'(xp) = C*(xo).
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Se demuestra, utilizando los lemas anteriores, el siguiente teorema:

Teorema

Sea (M, w, a) un sistema Hamiltoniano presimpléctico y sea {M,,}neNu{o} la
sucesion de subvariedades de M obtenidas por aplicacion del algoritmo de
ligaduras de Gotay-Nester. Si ademas existen k € N U {0} y xo € My, que
cumplen las condiciones del lema anterior, entonces existe i € N U {0} tal
que:

M = M;

donde M; # ¢. En caso contrario, es decir, sino existen k € NU {0} y xo €
My, tal que se cumpla el lema anterior, entonces la subvariedad final es
vacia.

Miranda E. (UNS) Septiembre 2017 8/20



Sistemas Hamiltonianos presimplécticos. Algoritmo de Gotay-Nester Descripcion de la ecuacion final

1.2 Descripcion de la ecuacidn final

@ La condicién de regularidad determina que w®| 7y, tenga rango local-
mente constante sobre la subvariedad final M. Entonces para toda con-
dicién inicial sobre M; habréa curvas solucién del sistema sobre M;.

@ La subvariedad final M contiene cada una de las curvas solucién de la
EDI original (3). La EDI final esta dada por:

wX)(X, ) = alx), x € My. ®)

@ En coordenadas locales (x', ..., x™) para M;, centradas en xo, la ecua-
cion (5) toma la siguiente forma:

wj(x)X = aj(x), (6)

donde i=1,...,n=dm(M).
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@ Sea s = m — r rango de (wj) en (6) con r = dim(ker(w®| mi,)), en un
entorno de xp. Entonces la ecuacion (6) puede reducirse a la siguiente
ecuacioén equivalente:

o1
Wiy .. Wis X Qi W1 s+1 W1im

)

s+1 . . m
.S
Ws1 ... Wss X Qs Ws,s+1 Ws,m

donde B = (wj), i,j = 1,...,8, constituye una submatriz inversible de
rango maximo de la matriz (w;) dada en (6).

@ A partir de (7) obtenemos:

', xS = — xS — . — X", (8)

donde &; € R®.
@ La ecuacion (8) constituye una EDO en las variables x, ..., xs depen-
diente de los parametros x5+, ..., x™. Esto nos permite afirmar que la

EDI (5) puede ser interpretada como una EDO dependiente de r para-
metros.
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@ Puesto que ker(w®| 1) tiene rango localmente constante sobre My
tenemos que es una distribucién.

@ Al ser w una 2-forma cerrada, entonces, ker(w”?| 71,) es un subfibrado
involutivo y por lo tanto integrable por teorema de Frobenius (ver [8]).

@ Elteorema de Frobenius asegura la existencia de una foliacion F de
variedades maximales integrales que tienen por fibrado tangente a
ker(w®| ;).
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1.3 Ejemplos de aplicacion del Algoritmo de
Gotay-Nester

@ En los diferentes ejemplos se resuelve la ecuacion:
w(X)(X, ) = dE(x),x € M. 9

Ejemplo 1.Lagrangiano lineal en las velocidades.

@ My=TQ® T*Q, fibrado de Pontryagin.
@ Funcién Lagrangiana: L(q, v) = a(q)(Vv).
@ Funcién energia: £(q, v, p) = pv — a(q)(v).

@ 2-forma presimpléctica: w = dg A dp.
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Caso1:da =0

@ Indice del algoritmo = 1.

o Mf=M1={XEMo| Pi_ai(q)=0}'

8(1/' /
o V-

@ EDIfinal: ' = v/, p; =

@ Curvas solucioén (q(t), v(t), p(t)), donde:

° v(t) es arbitraria.
o q(t)y=[v(tdt+c.
o p(t) = afq(t)).
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Caso 2: da simpléctica sobre Q .

@ Indice del algoritmo = 2.

o Mf:MQ:{XEMo| pi_Oéi(q)=0,Vi=O}.

a(Xj

aq/V/=0'

@ EDIfinal: ¢’ =v/ =0, p; =

@ Curvas solucioén (q(t), v(t), p(t)), donde:

° v(t) es nula.
° q(t) es constante.
° p(t) = a(q(t)) constante.
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Ejemplo 2: Lagrangiano afin en las velocidades.
o My=TQ® T*Q
@ Funcién Lagrangiana: L(qg, v) = a(q)v + h(q).
@ Funcién energia: £(q, v, p) = pv — a(q)(v) — h(q).
@ 2-forma presimpléctica: w = dg A dp.

o do=}A;.dg Adg = L(5% — 9%).dg A dg.
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Caso1:da =0 ,% inversible

@ Indice del algoritmo = 3.
© Mi=Ms={xeM| pi— g =0,V —07qu =0}

day
= 3q

@ EDIfinal: ¢' = v/ =0,p = 54 v/ = 0.

@ Curvas solucion (q(t), v(t), p(t)), donde:

° v(t) es nula.
° q(t) es constante.
° p(t) = a(g(t)) constante.
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Caso 2: da simpléctica sobre Q

@ Indice del algoritmo= 2.

o Mi=My={xe M| pj— ai(q) = OA,,v+8q,=O}.

o EDIfinal: ¢’ = v/, v = —(A~")I ;20 g = G2y

@ Curvas solucién (q(t), v(t), p(t)) donde:

o Vi(t)=—(A""Y 2 (q(t).
o p(t) = alq(t). o
yon

o q(t) solucién de la EDO ¢ = (A™") RrR
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Aplicacion del ejemplo 2. Ejemplo de Jakubiec dado por Carifiena.
o My=TR?® T*R?
e Funcion Lagrangiana: L(g, v) = (64" — q'¢? — (9")% — (¢®)?).
e Funcion energia: £(q, v, p) = p1G'+P20P+% (—6?q" + ' ¢% + (0")? + (7)) .
@ Indice del algoritmo = 2.
o Mi=My={xeM| pi=3¢2p=—-1q";—v?—q'=0,v' —¢? = 0}.
o EDIfinal: X = ¢*5% — q' 2% — 4" sor — Pz — 39" 52 — 38 52
@ Curvas solucién (q(t), v(t), p(t)) donde:
q ( ), — (t))-

o (V'(1),VA(1) = (
° (p1(l‘)P2())=(% (1), —2q'(t)).
o (q'(t), g%(t) so umondeIaEDO(q &) = (—¢% q").
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Ejemplo 3: Sistemas del tipo (7TQ, w;, &),

Mo = TQ

Funcién Lagrangiana: L(q, v) = a(q)(v) + h(q).

Funcion energia: £, = a(q)v — L(q, v) = —h(q).

2-forma presimpléctica: w, = —3A;.dg’ A dg/ =
Caso1:da=0.
Indice del algoritmo = 1.

My =M ={x=(q,v) € TQ|3q, =0}.
EDI final: (g, v) arbitrario.

Curvas solucién (q(t), v(t)), donde:

° v(t) es arbitraria.
° q(t)talque (q(t))
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Caso 2: da una 2-forma simpléctica sobre Q .

@ Indice del algoritmo = 1.

o Mf=M1 ={X= q,V)E TO|AI/V/+8Q’ =0}

o EDIfinal: ¢’ = v/, v/ = —(A~")I 2k,

@ Curvas solucién (q(t), v(t)), donde:

o V(t)=—(A""Y ).
e  q(t) solucién de Ia EDO ¢ = —(A™")' &L,
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