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Sistemas Lagrangianos de Orden 1 con Términos Magnéticos

Definicion 1.1

Un sistema lagrangiano magnético consiste en una terna (e : P — Q, L, B),
donde P es el espacio total de configuraciones, € : P — @ es un fibrado, L es
una funcién suave en el producto fibrado TQ x ¢ P (independiente de las
velocidades tangentes de las fibras de €) y B es una 2-forma cerrada en P que
se denomina término de fuerza magnético.
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Descripcién local

o Supongamos que dim Q@ = ny dimP = n+ k.
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Sistemas Lagrangianos de Orden 1 con Términos Magnéticos

Descripcién local

o Supongamos que dim Q@ = ny dimP = n+ k.

o g=(gi) con i =1,...,n denota las coordenadas sobre Q y (gi, pa) con
a=1,...,k con k < n denotan las coordenadas sobre P.
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Descripcién local

o Supongamos que dim Q@ = ny dimP = n+ k.
o g=(gi) con i =1,...,n denota las coordenadas sobre Q y (gi, pa) con
a=1,...,k con k < n denotan las coordenadas sobre P.

o Las coordenadas inducidas en el producto fibrado TQ X P estdn dadas
por (gi, Vi, pa)-
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Sistemas Lagrangianos de Orden 1 con Términos Magnéticos

Descripcién local

o Supongamos que dim Q@ = ny dimP = n+ k.

©

g = (gi) con i =1, ..., n denota las coordenadas sobre Q y (gi, pa) con
a=1,...,k con k < n denotan las coordenadas sobre P.

o Las coordenadas inducidas en el producto fibrado TQ X P estdn dadas
por (qi7 Vi, P&')'

El lagrangiano es independiente de las velocidades en las coordenadas p.,
y luego puede interpretarse como un lagrangiano singular sobre el fibrado
tangente TP.

©
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Sistemas Lagrangianos de Orden 1 con Términos Magnéticos

Descripcién local

o Supongamos que dim Q@ = ny dimP = n+ k.

©

g = (gi) con i =1, ..., n denota las coordenadas sobre Q y (gi, pa) con
a=1,...,k con k < n denotan las coordenadas sobre P.

o Las coordenadas inducidas en el producto fibrado TQ X P estdn dadas
por (qi, Vi, Pa)-

El lagrangiano es independiente de las velocidades en las coordenadas p.,

y luego puede interpretarse como un lagrangiano singular sobre el fibrado
tangente TP.

©

o La 2-forma Magnética B tiene la siguiente expresion:

1 1
B = §B,-jdq,- N dq,- + B,-adq,- N dpa + iBabdpa A\ dpb.
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Sistemas Lagrangianos de Orden 1 con Términos Magnéticos

Notacion 1

Abreviaremos por TpQ al producto fibrado TQ X P y los puntos seran
denotados por (vg, p), donde v € TqQ y p € P tal que ¢(p) = q.

Notacién 2

Similarmente, el producto fibrado T*Q x g P se abrevia como T;Q y los
puntos en T5Q seran denotados por (aq, p), donde ag € T, Q y p € P tal que
e(p) = q.
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Sistemas Lagrangianos de Orden 1 con Términos Magnéticos

Definicién 1.2
Sea (e : P — Q, L, B) un Sistema Lagrangiano magnético. Se tiene definido
entonces:
o m: TpQ — T*Q es la proyeccién candnica dada por m1(ag, p) = aq.
o m : TpQ — P es la proyeccién canénica dada por m(agq, p) = p.
o La transformada de Legendre correspondiente a L es la aplicacién
FL: TpQ — T5Q definida como FL(vg, p) = (g, p) donde g € T4 Q
estd univocamente determinado por la relacion

< Qg,Wq >= L(vg + uwg, p),

d
du y—0

para wgq € T4Q arbitrario.
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Sistemas Lagrangianos de Orden 1 con Términos Magnéticos

Definicién 1.3
La funcion Energia del sistema lagrangiano magnético £, : TpQ — R estd
dada por

EL(VCH P) =< FL(Vm p): (V(H p) > _L(VQ7 P)

Aqui la contraccién de un elemento (aq,p) € TFQ con (vg,p) € TpQ es
definida naturalmente como < (aq, p), (vq, p) >:=< ag, vq >.
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Sistemas Lagrangianos de Orden 1 con Términos Magnéticos

Definicién 1.3
La funcion Energia del sistema lagrangiano magnético £, : TpQ — R estd
dada por

EL(VCH P) =< FL(Vm p): (V(H P) > _L(Vq7 P)

Aqui la contraccién de un elemento (aq, p) € TFQ con (vq,p) € TpQ es
definida naturalmente como < (aq, p), (vq, p) >:=< ag, vq >.

o wg = dfg es la forma simpléctica candnica en T*Q.
o miwg + w5 B es la 2-forma cerrada sobre T Q.

o Via la transformada de Legendre se define
QbF .= FL*(nfwq + ™ B)

que es una 2-forma cerrada sobre TpQ.
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Expresién local de QLB y dE;

Las expresiones locales de la 2-forma Q58 y de la 1-forma dE; son:

oL 1 1
QL,B =d (gv) A dqg;i + EB,'J'C/C],' A dC]j + Bi.dgi A dps + EBabdpa A dpp

oL oL oL oL oL
E, = v; —dv; —dL = v; - | — i — & —apa
dE; Vd(@v,->+3v,-dv d Vd(f)v,-> 3q,—dq apadp
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Sistemas Lagrangianos de Orden 1 con Términos Magnéticos

Definicién 1.4
Una curva p(t) € P es solucion del sistema lagrangiano magnético sii la

curva inducida (t) = (g(t), p(t)) C TrpQ, con g(t) = e(p(t)) para todo t
satisface la ecuacién

i5 Q"B (v(t)) = —dEL(7(t))

Es decir, p(t) es solucion sii p(t) verifica el siguiente sistema de ecuaciones

d (0L oL . .
( ) - 5 = Bquj + Biapa

E 86]/ 0q,~
oL . .
o = —Biagi + Basps
Pa

parai=1,...,nya=1 ..k
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Sistemas Lagrangianos de Orden 1 con Términos Magnéticos

Definicién 1.4
Una curva p(t) € P es solucion del sistema lagrangiano magnético sii la

curva inducida (t) = (g(t), p(t)) C TrpQ, con g(t) = e(p(t)) para todo t
satisface la ecuacién

i5 Q"B (v(t)) = —dEL(7(t))

Es decir, p(t) es solucion sii p(t) verifica el siguiente sistema de ecuaciones

d (0L oL . .
( ) - 5 = Bquj + Biapa

E 86]/ 0q,~
oL . .
o = —Biagi + Basps
Pa

parai=1..,nya=1 ..k
que son denominadas Ecuaciones de Euler-Lagrange para el sistema
lagrangiano magnético
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Elementos de la Mecénica de Orden Superior

Elementos de la la Mecénica de Orden Superior

Sea Q una variedad de dimension n. Para definir el fibrado tangente de orden
superior consideremos:
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Elementos de la la Mecénica de Orden Superior

Sea Q una variedad de dimension n. Para definir el fibrado tangente de orden
superior consideremos:

Definiciéon 2.1

Dado g € Q. Definimos la relacién de equivalencia en C*°(R, Q) = {curvas
suaves de R a Q} de la siguiente manera:

dadas v1(t) y 72(t) en C*®(R, Q) si a€ R* y t € (—a, a) decimos que tienen
un contacto de orden k en go = 71(0) = ~2(0) si para cualquier carta local
(¢, U) de Q tal que 71(0),72(0) € U, Vs =0, ..., k, se tiene que:

S S

& (pom(t) = & (pomn(t)

Denotamos por [y(t)]§ a la clase de equivalencia de 7.
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Elementos de la Mecanica de Orden Superior

Definicién 2.2

Definimos T¥Q como el conjunto de las clases de equivalencia [y(t)]§ que
tiene estructura de variedad diferenciable.

Luego los elementos de T*Q tienen la forma [y]§ y entonces en coordenadas
pueden ser escritos como:

0 1 k
(q§ )7 7qf70)aq£ )7 sy qgl)77q£ )a aqr(7k))

por lo que dim(T*Q) = n.(k + 1).
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Elementos de la Mecanica de Orden Superior

Definicién 2.2

Definimos T¥Q como el conjunto de las clases de equivalencia [y(t)]§ que
tiene estructura de variedad diferenciable.

Luego los elementos de T*Q tienen la forma [y]§ y entonces en coordenadas
pueden ser escritos como:

0 k
(@2, ., qM, g, g gl

por lo que dim(T*Q) = n.(k + 1).

Observacién 2.3

Podemos escribir también las coordenadas anteriores de la siguiente manera:
Si g € Q entonces (q, 4,4, .. e ) € T¥Q, donde g denota la derivada de
orden /'y, como es usual, q O =g gV =g y q? = 3.
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Elementos de la Mecanica de Orden Superior

Definicién 2.4

El Fibrado Tangente de orden k sobre Q es la aplicacién 7—5 S TFQ = @
dada por 7§([7]5) = 7¥(0) = qo.
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Elementos de la Mecanica de Orden Superior

Definicién 2.4
El Fibrado Tangente de orden k sobre Q es la aplicacién 7—5 S TFQ = @
dada por 7§([7]5) = 7¥(0) = qo.

Observacién 2.5

o Té = TQ es el fibrado tangente.
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Elementos de la Mecanica de Orden Superior

Definicién 2.4
El Fibrado Tangente de orden k sobre Q es la aplicacién 7—5 S TFQ = @
dada por 7§([7]5) = 7¥(0) = qo.

Observacién 2.5
o Té = TQ es el fibrado tangente.

°79=Q.
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Elementos de la Mecénica de Orden Superior

Elementos de la Mecanica de Orden Superior

Definicién 2.4

El Fibrado Tangente de orden k sobre Q es la aplicacién 7—5 T"Q— Q
dada por 74([7]6) = 7(0) = qo.

Observacién 2.5

o Té = TQ es el fibrado tangente.
) 7'8 = Q.

o De ahora en mds usaremos la expresién (q, g, g, ..., q(k)) para hablar de
bl
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Elementos de la Mecanica de Orden Superior

Definicién 2.6
Un Sistema Lagrangiano de orden k es un par (Q, L) donde Q es una

variedad diferenciable y L : T“Q — R es una aplicacién suave, es decir

L) = L(9, 4, G, -, g¥)
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Elementos de la Mecanica de Orden Superior

Definicién 2.6
Un Sistema Lagrangiano de orden k es un par (Q, L) donde Q es una
variedad diferenciable y L : T“Q — R es una aplicacién suave, es decir

L) = L(9, 4, G, -, g¥)

Para escribir las ecuaciones de movimiento de un Sistema Lagrangiano de
orden superior a partir de un principio variacional vamos a definir:
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Elementos de la Mecanica de Orden Superior

Consideremos la accién A dada por

0

A(q(t)) = / L(a(2), 4(t), (1), - a9 () dt J

donde g(t) € C?*([0,1], Q).
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Elementos de la Mecanica de Orden Superior

Consideremos la accién A dada por

"1

A(q(t)) 1=/ L(q(t), (), §(t), ... a"(2))dt

0

donde g(t) € C?*([0,1], Q).

El principio de Hamilton establece que una curva g(t) € C*([0,1], Q) es una
solucién del sistema lagrangiano si y sélo si g(t) es punto critico de .A. Para
encontrar dichos puntos necesitamos caracterizar las curvas g(t) tales que

dA(q(t)).(X) =0, VX € T,»nC?*([0,1], Q).
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Elementos de la Mecanica de Orden Superior

Definiciéon 2.7

Las ecuaciones de movimiento son llamadas ecuaciones de Euler-Lagrange de
orden superior y pueden ser escritas como

k o
Z(fl)’% ‘afj) -0
j=0 9q;
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Expresiones locales

o © es la Unica 1-forma en T(k)Q que tiene la forma
k—1
oL =Y pi(l).dg".
1=0
donde pi(/) son los momentos generalizados de Jacobi-ostrogradski.

o Usando el hecho de que Q; = —d©/, se obtiene la 2-forma cerrada
definida como

k—1
L= dq!" Api(l)
1=0

o Q, es simpléctica cuando det (W) #0
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Sistemas Lagrangianos de Orden Superior con Términos Magnéticos

Definicién 3.1

Un sistema lagrangiano magnético de orden k consiste en una terna
(e: P—Q, Lk,B), donde P es el espacio de configuracién del sistema,
€: P — Q es un fibrado, L* es una funcién suave en el producto fibrado
T“Q x g Py B es una 2-forma cerrada en P que se denomina término de
fuerza magnético.

Septiembre 2017 17/

Ma. Emma Eyrea Irazu (Fc. Cs. Exactas, UNLP) SISTEMAS MECANICOS DE ORDEN SUPERIOR



Sistemas Lagrangianos de Orden Superior con Términos Magnéticos

Descripcién local

o Supongamos que dimQ =ny dimP =n+ .
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Sistemas Lagrangianos de Orden Superior con Términos Magnéticos

Descripcién local

o Supongamos que dimQ =ny dimP =n+ .

o (9i,p°) = (91, ...y Gn, P, .., p' ) parai=1,..,nya=1,..lcon I <n
denotan las coordenadas sobre P.
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Sistemas Lagrangianos de Orden Superior con Términos Magnéticos

Descripcién local

o Supongamos que dimQ =ny dimP =n+ .

o (9i,p°) = (91, ...y Gn, P, .., p' ) parai=1,..,nya=1,..lcon I <n
denotan las coordenadas sobre P.
o Las coordenadas del fibrado T*Q seran estdn dadas por

k k
(q§0)7 c005) qf(10)7 q§1)7 coog ql(ll)a co0j) q](, )a ooog ql('l ))
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Sistemas Lagrangianos de Orden Superior con Términos Magnéticos

Descripcién local

o Supongamos que dimQ =ny dimP =n+ .

(9,0°) = (g1, .., qn, P*, ..., p') parai=1,...,.nya=1,...lcon [ < n
denotan las coordenadas sobre P.

o

©

Las coordenadas del fibrado T*Q seran estan dadas por
(RGN S G G G L)

Las coordenadas inducidas en el fibrado T¥Q x ¢ P son de la forma
(¢©, g, ..., q", p?); es decir,

0 0 k k
(q£ )7 7qr(1 )7q§1)>“~>q£11)7 7q§ )7 7q£r )7P17 "~7pl)'

©
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Sistemas Lagrangianos de Orden Superior con Términos Magnéticos

Definicién 3.2

El lagrangiano L¥ es localmente expresado como una funcién de
(g©,qM, ..., ¢, p?), donde L* : T*Q xq P — R.
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Sistemas Lagrangianos de Orden Superior con Términos Magnéticos

Definicién 3.2

El lagrangiano L¥ es localmente expresado como una funcién de
(g©,qM, ..., ¢, p?), donde L* : T*Q xq P — R.

Definicién 3.3
Asumimos que el sistema lagrangiano magnético (¢ : P — Q, L*, B) esta dado,
sean entonces:
Q Definimos para i =1,..., k — 1 los momentos de Ostrodradsky de la
siguiente manera

k—i—1 i
P oL
N, e— 1V
pi = E (-1) dti <0q£i+j+1)>
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Sistemas Lagrangianos de Orden Superior con Términos Magnéticos

Definicién 3.2

El lagrangiano L¥ es localmente expresado como una funcién de
(g©,qM, ..., ¢, p?), donde L* : T*Q xq P — R.

Definicién 3.3
Asumimos que el sistema lagrangiano magnético (¢ : P — Q, L*, B) esta dado,
sean entonces:

Q Definimos para i =1,..., k — 1 los momentos de Ostrodradsky de la

siguiente manera

k—i—1

. cd oL
=3 (U g <(9q()>

j=0

Q Seanf: T(TF'Q) xq P — T*(T*'Q) la proyeccién dada por

Wf(q(0)7 q(1)7 B} q(k71)7i507 "~7i-\7k*17 pa) = (q(0)7 q(1)7 q(k71)7b07 '“7’3k*1)'
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Sistemas Lagrangianos de Orden Superior con Términos Magnéticos

Definicién 3.4
O Seanh: T*(T*'Q) xq P — P la proyeccién dada por

71-é(q(O)7 q(1)7 () q(k71)7 ﬁov ) ﬁkflv Pa) = pa
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Sistemas Lagrangianos de Orden Superior con Términos Magnéticos

Definicién 3.4
O Seanh: T*(T*'Q) xq P — P la proyeccién dada por
71-é(q(O)7 q(1)7 () q(k71)7 ﬁ07 ey ﬁk*lv Pa) = pa

Q La transformada de Ostrogradski-Legendre correspondiente a L esta dada
por
FLY: T*T'Q xq P = T(T"'Q) xq P

definida como

FLk(q(O)7q(l)’ ""q(Qk_l)'/pa) = (q(0)7 q(l)""7 q(k_1)7b07 "'7’3k717pa)
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Sistemas Lagrangianos de Orden Superior con Términos Magnéticos

Definicién 3.5

@ Definimos la contraccién de un elemento
(q(0)7 q(l)7 . q(k—l)’ o, ..., Pr—1, pa) c T*(—I—k—l Q) x o P con
(@9, qW, ..., g% p?) € T*71Q xq P como:

<(q(0)7 q(1)7 ERE) q(k_l)v i-\)Oy SRR bk*h Pa)~, (q(0)~ q(1)7 B q(Zk_l)v p3)> =

<(q(0)7 q(1)7 (A} q(k71)7 ﬁ07 a3 ﬁk*1)7 (q(0)7 q(1)7 (RA] q(2k71))>
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Sistemas Lagrangianos de Orden Superior con Términos Magnéticos

Definicién 3.5

@ Definimos la contraccién de un elemento
(q(0)7 q(l)7 . q(k—l)’ o, ..., Pr—1, pa) c T*(—I—k—l Q) x o P con
(@9, qW, ..., g% p?) € T*71Q xq P como:

<(q(0)7 q(1)7 ERE) q(k_l)v i-\)Oy SRR bk*h Pa)~, (q(0)~ q(1)7 B q(Zk_l)v p3)> =

<(q(0)7 q(1)7 ctty q(k71)7 ﬁ07 AR ﬁk71)7 (q(0)7 q(1)7 AR q(2k71))>

Q La funcién Energia Ef : T>*71Q xo P — R est3 dada por

Elf( = <FLk(q(0)7 q(1)7 ety q(2k71)7 pa)7 (q(0)7 q(1)7 AR q(2k71)7 pa)> -

L(q, g%, ...,q%, p)
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Definicién 3.6

Sea wq = dfq la forma simpléctica candnica en T*(T*"*Q). Definimos la
2-forma cerrada en T?*71Q x ¢ P de la siguiente manera:

QB = (FLY) (k) wq + (75)"B)
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