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W : Q — R es solucion de la ecuacion clasica de Hamilton-Jacobi
(independiente del tiempo) para H si cumple d (H o dW) = 0.
También se dice que una seccién o : Q — T*Q (del fibrado
cotangente) es solucién de la ecuacién clasica si

d(Hoo)=0

y ademas oc*wq = do = 0, siendo wq la forma simpléctica
candnica de T*@. Notar que Imo es una subvariedad isotrépica:
TIimo C (TImo)t (mas aan, es Lagrangiana).

Es posible reescribir la ecuacién de arriba en términos de Xy, el
campo Hamiltoniano de H, y la proyeccién canénica

mQ : T*Q — Q. Se obtiene

osxo0(mg),oXyoo =Xyoo.
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Ecuacion generalizada de Hamilton-Jacobi (HJE)

Sea M una variedad, X € X (M) y IN: M — N una fibracién.
Diremos que una seccién o : N — M de I es una solucién! de la
M-HJE para (M, X) si

oxollyoXoo=Xoo.
Esto equivale a decir que Imo es X-invariante, y que
X7 =MN,0Xo0oe€X(N)
esta o-relacionado con X, i.e.
o,0X?=Xoo.

En consecuencia, si hallamos v (t) trayectoria de X7, la curva
o (v (t)) es trayectoria de X.

!S. Grillo, E. Padrén, Journal of Geometry and Physics 110 (2016) 101-129.
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si escribimos o (n) = (n,6 (n)) y X (m) = (m,)A( (m)) la M-HJE
para (M, X) se lee

- . 967 (n 5 . .
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siendo d =dimM y k = dim N. Y dada un solucién & de la
ecuacion anterior, si hallamos n (t) tal que

i () = Xi (n (). & (n (1))

luego m(t) = (n(t),8 (n(t))) es trayectoria de X.
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Dada A, condimA=d — k=:1/, una funcién X : N x A — M es
una solucién completa de la M-HJE para (M, X) si:

ox:N—= M:n—oy(n):=2%x(n,\) es solucién (parcial) de la
M-HJE para (M, X), ¥ es sobreyectiva y ¥ es un difeo local.

Esto nos da, localmente, una foliacién de M en subvariedades
X-invariantes: Imoy, A € A. Cada trayectoria de X puede
escribirse a partir de una trayectoria v (t) de X?*, para algin
A€ A como X (y(t),A) =ox(v(t)). En términos locales,
define coordenadas (ny, ..., Nk, A1, ..., \;) de M en las cuales

0

X (n7 >‘) = Zf:lfi (n? )‘) %

Por ende, las ecuaciones de movimiento en ellas se leen

i (t) = £ (n(t), (1)), Xi(t)=0.
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En términos de las proyecciones naturales
pn i NXA—=N y pp: NxA—=A

puede verse que un difeo local sobreyectivo ¥ es solucién completa
de la M-HJE para (M, X) si y sélo si

HoY=py y T,0XT=XoX,
donde X* € X (N x A) es el tinico campo que cumple
(pr), o XE =0y (pn),oXT=MN,0Xo0X.
En otras palabras,

X (n,\) = (X9 (n),0) € T,N x THA.
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Sea (M,w) una variedad simpléctica, H : M — R una funcién y Xy

su campo Hamiltoniano asociado. Fijemos también una fibracién
n: M- N.

Es facil ver que, dada A como arriba, un difeo local surjectivo ¥ es
solucién completasiysélosi [ToX = py y

d(HoX) = ixgz*w,
lo cual implica que
d(Hooy) = iXZAO':k\W, VA e A

Luego, ¥ es un simplectomorfismo entre (N x A, X*w) y (M,w), y
X% € X (N x A) es un campo Hamiltoniano con funcién Ho ¥.
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Diremos que X es isotrépica si oyw = 0, VA € A.

SIM=T"Q,w=wqyN=mg: T*Q — Q, las soluciones
isotrépicas estan dadas por formas o € Q' (Q) tales que

d(Hooy)=0 y doy=0:

las soluciones clasicas.

Volvamos a la situacién general, con (M, w), H y I arbitrarios.

Teorema

Si conocemos una solucién isotrépica ¥, luego podemos integrar
(M, Xy) a menos de cuadraturas (i.e. encontrar las trayectorias
explicitamente, a menos de inversas y primitivas de funciones
conocidas).
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Lema 1
Siw = —db y N es conexo y simplemente conexo, existen funciones
W:NxAN—=Ryh:N— R tales que

Ly (dW — 30) = pjdh.

Lema 2
La funcién ¢ : N x N — T*A tal que

(o (1, N),2) = (AW — 5°6) (n, ), (0,2)) , Vz € Ta,
es una inmersion. (Es un difeo local si dim N = dimA.)

Lema 3
Dado \ € N\, una curva~ : | — N es curva integral de X°* si y sélo
si, para algin tg € I, se tiene que

e(v(t),A) =@ (v(t),A) + (t —to) dh(N).
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Si ademas dim N = dim A y IT es Lagrangiano (i.e.

ker IT, = (ker I1,)"), luego ¢ define un simplectomorfismo entre
(M,w) y (T*A,wp) que relaciona Xy con Xpor,, siendo

mA: T*A — A la proyeccidn candnica. O sea, ¢ define un “cambio
de variables canénicas” en las que el nuevo Hamiltoniano sélo
depende de la “posicion.”

Si ahora tenemos una variedad de Poisson (M, =), una funcién H,
una fibracién Iy una solucién completa X tal que

Im(0y), N ImZ* C 5% [Im(04),]°, VA€ 4,

podemos proceder como antes sobre cada hoja simpléctica de M.



GRACIAS!
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Queremos ver que existen W : N x A — Ry h: A — R tales que
LXE (dW — X*0) = ppdh.

Si X es solucién completa, luego d (Ho o)) = ixzkoj\w, VA e A
La condicién de isotropia ojw = 0 asegura que:
» d(Hooy)=0,ycomo N es conexo,
1. luego Ho o) = cte,
2. luego existe h: A — R tal que Ho X = ho py,
3. luego d (H o X) = phdh;
» d(030) =0, ya que w = —df, y como N es simplemente
conexo,
1. luego existe Wy : N — R tal que 030 = dW,,
2. luego existe W : N x A — R tal que

(AW — 570) 7y = 0.
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Notar que en particular
ixx (dW —x*0) = 0.
Como una solucién completa & cumple
d(HoX) = ixgz*w,

!o VI'StO hasta aqui, junto con la identidad Lys =ixz o d +doiys,
implica que

pidh = ixzd (—~T70) = ixzd (dW — T°0) = Lyz (dW — T70),

como queriamos probar.
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para toda curva integral (v (t),\) de X%. Pero, de la definicién de
©, para todo campo Z € X (N),

Lo (D),0),Z(\) = Ly (dW —x70, z)’

7(£)A)
= Lyzoiz (dW - T0)

(v(1).2)

70 Lyx (dW — 2*9)’%) N
1Z (p/ldh)|(’y A) ;
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de donde se deduce lo buscado.



