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Dénde estamos...

Problemas variacionales



Problemas variacionales

Teorias de campo

e Datos iniciales:
o Fibrado w: E — M™.
« Densidad Lagrangiana . : Jkm — AT (T*M).

e En JK tenemos los morfismos

T k—1 Tg—1,k—2 T b2
Jkn Jk1g Y LU
T Th1 T
T
M

e Una seccién si : M — J¥m es holénoma si s, = j¥s para alguna
seccion s: M — E.
e El problema variacional asociado a estos datos consiste en hallar los

extremales de .
S1s] ::/ (jks) Z.
M
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Espacio de multimomentos

® Fijamos 1 € A™M forma de volumen.
° A;‘E := k—formas y sobre E tales que Vii---V,uy=0sip>1ly Ve Vr.

® Definimos

Mu=NJE — L F

® Coordenadas locales: o = (x“,uA,p7 pﬁ) sii

d
=M.

o= pn+pAdu ANy, M= 34

® Tenemos la m-forma canénica
O, (Z) = a(Ta7E (2)).

® |ocalmente
©=pn +p§duA/\n,l
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Formalismo unificado en teorfas de campo?

® Definimos W := J*& xg .47, con proyecciones

w
P1 P2
in / PM\ M
T o —

1M. de Leén, J. C. Marrero y D. Martin de Diego (2003). “A New geometric setting for classical field theories.
En: Banach Center Publ. 59, pags. 189-209. arXiv: math-ph/0202012 [math- phl; A Echeverria-Enriquez y col.
. .

(ene. de 2004). “Lagrangi ian unified formalism for field theory’. En: Journal of Mathematical Physics
45 (ene. de 2004), pags. 360-380. eprint: math-ph/0212002.
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Formalismo unificado en teorfas de campo?

® Definimos W := J*& xg .47, con proyecciones

w
P1 P2
in / PM\ M
T o —

® Existen m-formas C,© sobre W tales que

C|(j}s.,a) =pu((Txs) @), Ow :=p30.

1M. de Leén, J. C. Marrero y D. Martin de Diego (2003). “A New geometric setting for classical field theories".
En: Banach Center Publ. 59, pags. 189-209. arXiv: math-ph/0202012 [math- phl; A Echeverria-Enriquez y col.
(ene. de 2004). “Lagrangi iltonian unified formalism for field theory’. En: Journal of Mathematical Physics

45 (ene. de 2004), pags. 360-380. eprint: math-ph/0212002.
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Formalismo unificado en teorfas de campo?

® Definimos W := J*& xg .47, con proyecciones

w
in Y MT
k} /
M
® Existen m-formas C,© sobre W tales que
C|(j}s.,a) =pu((Txs) @), Ow :=p30.

A

® Coordenadas locales (x*,u*,uf,p,p}).

C=(p+phuf)n,  Ow=pn+phdu” Am.

1M. de Leén, J. C. Marrero y D. Martin de Diego (2003). “A New geometric setting for classical field theories'.
En: Banach Center Publ. 59, pags. 189-209. arXiv: math-ph/0202012 [math- phl; A Echeverria-Enriquez y col.
(ene. de 2004). “Lagrangian-Hamiltonian unified formalism for field theory”. En: Journal of Mathematical Physics
45 (ene. de 2004), pags. 360-380. eprint: math-ph/0212002.
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Formalismo unificado en teorfas de campo?

® Definimos W := J 1 xg .47, con proyecciones

w
in Y MT
k /
M
® Existen m-formas C,© sobre W tales que
C|(j}s.,a) =pu((Txs) @), Ow :=p30.

® Coordenadas locales (x*,u?

U p,Ph),
C=(p+phul)n.  Ow=pn+phdu” Am,.

® Definimos la subvariedad hamiltoniana Wo C W tal que C = p;.Z.

1M. de Leén, J. C. Marrero y D. Martin de Diego (2003). “A New geometric setting for classical field theories'.
En: Banach Center Publ. 59, pags. 189-209. arXiv: math-ph/0202012 [math phl; A Echeverria-Enriquez y col.
(ene. de 2004). “Lagrangian-Hamiltonian unified formalism for field theory”. En: Journal of Mathematical Physics
45 (ene. de 2004), pags. 360-380. eprint: math-ph/0212002.
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Formalismo unificado en teorfas de campo?

® Definimos W := J 1 xg .47, con proyecciones

w
y &
n M M7
k) /
M
® Existen m-formas C,© sobre W tales que
Cligaa) =Pu((Txs) @), Ow:=p3®.

® Coordenadas locales (x*,u”,ufl,p,p}).

C=(p+paui)n,  Ow =pn+phdu® At

® Definimos la subvariedad hamiltoniana Wo C W tal que C = p;.Z.

Teorema \
Sea 0o : M — W tal que 6§(Z.d©g) =0, con Z € XVPM (W,). Entonces
® p0000 =j's para alguna seccién s: M — E solucién de las ecs. de E-L para £.

® Sis solucién de las ecs. de E-L, entonces oo := (j*s,F.% o js) solucién del problema
unificado.

1M. de Leén, J. C. Marrero y D. Martin de Diego (2003). “A New geometric setting for classical field theories'.
En: Banach Center Publ. 59, pags 189-209. arXiv: math-ph/0202012 [math-phl; A. Echeverria-Enriquez y col.
(ene. de 2004). “Lagrangi iltonian unified formalism for field theory’. En: Journal of Mathematical Physics
45 (ene. de 2004), pags. 360-380. eprint: math-ph/0212002.
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Otra manera de construir el formalismo unificado?

® Sobre J17 consideramos el subfibrado

leon 1= {(duA - uﬁ‘dx”) ABa:Ba€ /\’1”’1 (Jlﬂ:)} CAY (Jln').

2M.J. Gotay (1991). “An exterior differential system approa:h to the Cartan form”. En: Symplect:c geometry
and mathematical physics. Actes du coll. de g étrie et physique mathé en I'h.
de Jean-Marie Souriau, Aix-en-Provence, France, June 11-15, 1990. Ed. por P. Donato y col. Progress in

Mathematics. 99. Boston, MA, Birkhiuser, pags. 160-188.
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Otra manera de construir el formalismo unificado?

® Sobre J17 consideramos el subfibrado
leon := {(duA — uﬁ‘dx”) ABa:Ba€ /\’1”’1 (Jlﬂ:)} CAY (Jlﬂr).
® Consideramos
Wy := .2 + leon C AT (J11)

En coordenadas locales

acWy < a:Ln—f—pﬁ(du —uvdx> M-

2M.J. Gotay (1991). “An exterior differential system approa:h to the Cartan form”. En: Symplectic geometry
and mathematical physics. Actes du colloque de g étrie se et physique mathématique en I'honneur
de Jean-Marie Souriau, Aix-en-Provence, France, June 11-15, 1990. Ed. por P. Donato y col. Progress in
Mathematics. 99. Boston, MA, Birkhiuser, pags. 160-188.
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Otra manera de construir el formalismo unificado?

® Sobre J17 consideramos el subfibrado
leon := {(duA — uﬁ‘dx”) ABa:Bac /\’1”’1 (Jlﬂ:)} CAY (Jlﬂr).

® Consideramos
Wy := .2 + leon C AT (J11)

En coordenadas locales

acWy < a:Ln—f—pﬁ(du —uvdx> M-

® Oy := pullback de la m-forma canénica sobre AJ (Jln') a Wey.

2M.J. Gotay (1991). “An exterior differential system approach to the Cartan form". En: Symplectic geometry
and mathematical physics. Actes du colloque de géométrie sympl

ique et physique mathématique en I'honneur
de Jean-Marie Souriau, Aix-en-Provence, France, June 11-15, 1990. Ed. por P. Donato y col. Progress in
Mathematics. 99. Boston, MA, Birkhiuser, pags. 160-188.
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Otra manera de construir el formalismo unificado?

® Sobre J17 consideramos el subfibrado
leon = {(du - uAdx”> ABa:Ba€AT (Jln)} CAF (Jtr).

® Consideramos
Wy := .2 + leon C AT (J11)
En coordenadas locales

acWy < a:Ln—f—pﬁ(du —uvdx> M-

® Oy := pullback de la m-forma canénica sobre AJ (Jln') a Wey.

Lema
Wy es isomorfo a Wy como fibrado sobre E, y el isomorfismo aplica ©¢ en © o .

2M.J. Gotay (1991). “An exterior differential system approach to the Cartan form”. En: Symplectic geometry

and mathematical physics. Actes du colloque de g étrie lectique et physique mathématique en I'honneur
de Jean-Marie Souriau, Aix-en-Provence, France, June 11-15, 1990. Ed. por P. Donato y col. Progress in

Mathematics. 99. Boston, MA, Birkhiuser, pags. 160-188.
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Otra manera de construir el formalismo unificado?

® Sobre J17 consideramos el subfibrado
leon = {(du - uAdx”> ABa:Ba€AT (Jln)} CAF (Jtr).
® Consideramos
Wy := .2 + leon C AT (J11)

En coordenadas locales

aeWy < a=Ln+p, (du —ufdx” > M-
® Oy := pullback de la m-forma canénica sobre AJ (Jln') a Wey.

Lema
Wy es isomorfo a Wy como fibrado sobre E, y el isomorfismo aplica ©¢ en © o .

= Podemos reconstruir el formalismo unificado!

2M.J. Gotay (1991). “An exterior differential system approach to the Cartan form”. En: Symplectic geometry
and mathematical physics. Actes du colloque de g étrie lectique et physique mathématique en I'honneur
de Jean-Marie Souriau, Aix-en-Provence, France, June 11-15, 1990. Ed. por P. Donato y col. Progress in

Mathematics. 99. Boston, MA, Birkhiuser, pags. 160-188.
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Problemas variacionales en RG
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Problema variacional de Einstein-Hilbert

e Sea M espacio-tiempo, [t]: X — M el fibrado de métricas sobre M.
e Hallar seccién g: M — ¥ extremal para el funcional

Senlg] == /M R(g)ng

donde 7 es el volumen asociado a la métrica g y R(g) es la
curvatura escalar de dicha métrica.

e Como

1 dguv  98uc g
rP . ZoPH H Ho vo
vo =38 (8)(‘7 T T ok

RP o 3r50 arﬁc
ouv -—

oxH axV

P AP A
+ ru)L Mo — rv)L r#G

Yy Roy := ng, R(g) = g°VRsv, entonces la teoria de campos subyacente
es de segundo orden.
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Geometria local sobre variedades

® Bases méviles (Répere mobile)3: Se cubre M con pares (X,-.,a)j), cada uno

definido sobre U, de manera tal que si (Y,,v{) es otro par definido sobre V' y

Yi=aX;
con a: UNV — GL(m), entonces
vl = bl wda, + bk dal,
tomando b :=a~1. Curvatura y torsién:
QU =dol +ofrel,  T:=d6'+ ol nek.

e Calculo de Ricci: Se cubre M con cartas, y

p) . .
X = SIHW, ol =8 8T sdx°.
Curvatura y torsién: Escribiendo QJ"- = 5[15}’ R\’,lcp dxS AdxP, T/ = 5[1 T,

Rbspdx® AdxP = dTlig Adx® + TG M dx® AdxP,  TH=TH dx® AdxP.

3E. Cartan (1937). La théorie des groupes finis et inus et la géométrie différentielle: traitées par la
méthode du repére mobile. Cahiers scientifiques. Gauthier-Villars.
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Teorias de calibre en RG
Usando bases méviles (Xha)j") tales que

1. {X;} es una base de TM,
2. d9’+(0j91 =0y
3. nfeof+nel=o0.
La curvatura se obtiene de la segunda ecuacion de estructura
Q) == doj + o) Nof.
Esta descripcién tiene como fibrado 7: LM — M el fibrado de bases sobre M,

SO(m-1.1)
M — ¥ :=IM/SO(m—1,1)

[

M
La densidad Lagrangiana resulta
& =nMe, QP

donde 6y, :=* (6% A6P) y la estrella se calcula respecto de la métrica
g:=nu0* 26’

Referencias
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Clasificacion

Teorias de RG

& se reemplaza
por {X;}. I por o

de calibre
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Clasificacion

rs
se desacoplan

Teorias de RG

& se reemplaza
por {X;}. I por o

RG y geometria

Referencias
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Clasificacion

Teorias métrico-afines
(Lm:&)

rs
se desacoplan

Teorias de RG

& se reemplaza
por {X;}. I por o

Referencias
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Clasificacion

Espacio
teleparalelo Tp

Teorias métrico-afines
(Lm:&)

rs
se desacoplan .

Teorias de RG

g se reemplaza
por {X;}. T por @
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Clasificacion

Espacio
teleparalelo Tp

Teorias métrico-afines
(Lm:&)

gr
se desacoplan

Teorias de RG

g se reemplaza
por {X;}. T por @

Referencias
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Clasificacion

Espacio
teleparalelo Tp

Teorias métrico-afines
(Lm:&)

&
se desacoplan

Teorias de RG

g se reemplaza
por {X;}. T por @
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Espacio de jets* J1t

® Tenemos el diagrama

GL(m)

LOLm) it

Jig T10

C(LM) 1 LM 7D 6tm)
X} .
M
® Podemos definir
ol = [T 70— Tuso T, u] o 07="Ti00
® Con ellas armamos
Q:=do+oANo, T=do+wAN6.

® Ademas cada conexién I': M — C(LM) induce
or: M= Jttiu—s [ZHZ”F(“)} ,

donde Y'r(4) es el levantamiento horizontal de Y € TyM a T (LM) correspondiente a TI.
Teorema

Las formas Qr := o7, Tr := o T son la curvatura y la torsién de T.

4M. Castrillén Lépez y J. Mufioz Masqué (2001). “The geometry of the bundle of connections’. En:
Mathematische Zeitschrift 236 (4 2001). 10.1007/PL00004852, pags. 797-811[
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Bases méviles, J17 y gravedad de Palatini®

e Tenemos que
S~ C(LM) xp LM

via jts— ([its],s(x)).

5S. Capriotti (2014). "Differential geometry, Palatini gravity and reduction”. En: Journal of Mathematical
Physics 55.1, 012902, pag. 012902.
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Bases méviles, J17 y gravedad de Palatini®

e Tenemos que
S~ C(LM) xpy LM

via jts— ([its],s(x)).
e Interpretamos {X;} como una seccién local s: U C M — LM.

5S. Capriotti (2014). "Differential geometry, Palatini gravity and reduction”. En: Journal of Mathematical
Physics 55.1, 012902, pag. 012902.
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Bases méviles, J17 y gravedad de Palatini®

e Tenemos que
S~ C(LM) xpy LM
via jts— ([its],s(x)).
e Interpretamos {X;} como una seccién local s: U C M — LM.

e Entonces wj’ son las formas componentes de s* (o7 @).

5S. Capriotti (2014). "Differential geometry, Palatini gravity and reduction”. En: Journal of Mathematical
Physics 55.1, 012902, pag. 012902.
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Bases méviles, J17 y gravedad de Palatini®

e Tenemos que
S~ C(LM) xpy LM
via jts— ([its],s(x)).
Interpretamos {X;} como una seccién local s: UC M — LM.

Entonces wj’ son las formas componentes de s* (o7 @).

Problema variacional para gravedad de Palatini:
« , Fibrado

Jit,

5S. Capriotti (2014). "Differential geometry, Palatini gravity and reduction”. En: Journal of Mathematical
Physics 55.1, 012902, pag. 012902.
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Bases méviles, J17 y gravedad de Palatini®

e Tenemos que
S~ C(LM) xpy LM

via jts— ([its],s(x)).
Interpretamos {X;} como una seccién local s: UC M — LM.

Entonces (oj’ son las formas componentes de s* (o7 @).

Problema variacional para gravedad de Palatini:
« , Fibrado

Jz , Lpg = nk’ka/\Qp s

« Lagrangiano de la teoria

5S. Capriotti (2014). "Differential geometry, Palatini gravity and reduction”. En: Journal of Mathematical
Physics 55.1, 012902, pag. 012902.
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Bases méviles, J17 y gravedad de Palatini®

e Tenemos que
S~ C(LM) xpy LM

via jts— ([its],s(x)).
Interpretamos {X;} como una seccién local s: UC M — LM.

Entonces (oj’ son las formas componentes de s* (o7 @).

Problema variacional para gravedad de Palatini:
« , Fibrado

It L= T]klekp/\97 , Ipg = <n’7a)j"+nkfwj>

« Lagrangiano de la teoria
» Restricciones

5S. Capriotti (2014). "Differential geometry, Palatini gravity and reduction”. En: Journal of Mathematical
Physics 55.1, 012902, pag. 012902.
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Formalismo unificado para gravedad de Palatini

e Definimos

Ipg = { niof AP Bu € AT (J'T), Bk — B = 0}

p1
/\g’ (Jlf) D Wpg:= Zpg + Ibpg ——— Jir
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Formalismo unificado para gravedad de Palatini

e Definimos

Ipg := { niof AP Bu € AT (J'T), Bk — B = 0}

m( - 1
Ny (JT)Dngi: L6 + Ipg ——— It

e Como antes, Opg es el pullback de la m-forma canénica a este
subfibrado.
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Formalismo unificado para gravedad de Palatini

e Definimos

Ipg := { niof AP Bu € AT (J'T), Bk — B = 0}

m( P1 1
Ny (JT)Dngi: Lo + lpg ———— J'1

e Como antes, Opg es el pullback de la m-forma canénica a este
subfibrado.

e Ecuaciones de movimiento:
nuwjk+nkij,:07 Ti:ﬁjkzov
0, N\ QL + 0y N Q; — Nik (T]pqep/ N Qg) =0.
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Formalismo unificado para gravedad de Palatini

Definimos

Ipg := { niof AP Bu € AT (J'T), Bk — B = 0}

m( P1 1
Ny (JT)Dngi: Lo + lpg ———— J'1

e Como antes, Opg es el pullback de la m-forma canénica a este
subfibrado.
e Ecuaciones de movimiento:
nuwjk+nkij,:07 Ti:ﬁjk:()v
0, N\ QL + 0y N Q; — Nik (T]pqep/ A Qg) =0.
e Algunas particularidades:

» Equivalentes a las ecuaciones de la RG en el vacio.
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Formalismo unificado para gravedad de Palatini

e Definimos
Ipg := { niof AP Bu € AT (J'T), Bk — B = 0}
m (1 1 1
Ny (J T):)ngi: L6 + Ipg ——— It
e Como antes, Opg es el pullback de la m-forma canénica a este

subfibrado.
Ecuaciones de movimiento:

nij(l)}(ﬁ-nkjwf.:Q T":ﬁjk:07
9,'//\9;( + Gk,/\£2§ — Nik (T]pqep//\Qi,) =0.

Algunas particularidades:

» Equivalentes a las ecuaciones de la RG en el vacio.
« Forman un EDS involutivo®, al menos si dim M = 4.

SFrank B. Estabrook (2005). “Mathematical structure of tetrad equations for vacuum relativity”. En: Phys.
Rev. D 71 (4 2005), pag. 044004.
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Formalismo unificado para gravedad de Palatini

e Definimos
Ipg := { niof AP Bu € AT (J'T), Bk — B = 0}
1 1 1
/\én(./ T):)ngi: Lo + lpg ———— J'1
e Como antes, Opg es el pullback de la m-forma canénica a este
subfibrado.
e Ecuaciones de movimiento:
nuwjk"‘nkja)j:Q Ti:ﬁjk:()v
0, N\ QL + 0y N Q; — Nik (T]pqep/ A Qg) =0.
e Algunas particularidades:

» Equivalentes a las ecuaciones de la RG en el vacio.

« Forman un EDS involutivo®, al menos si dim M = 4.

« Restringiéndonos a una SL(m)-estructura, se puede utilizar para
gravedad unimodular.

SFrank B. Estabrook (2005). “Mathematical structure of tetrad equations for vacuum relativity”. En: Phys.
Rev. D 71 (4 2005), pag. 044004.
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