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DESCOMPOSICIÓN DE LA ACCIÓN SIGNADA DEL GRUPO SIMÉTRICO
SOBRE SUS TRANSPOSICIONES

JOSÉ ARAUJO

1. INTRODUCCIÓN

Un modelo de Gelfand para un grupo finito G, es una representación ordinaria del grupo
cuyo carácter es la suma de todos los caracteres irreducibles de G (ver [18]). Después de
la construcción de Bernstein, Gelfand y Gelfand de este tipo de modelos para grupos de
Lie compactos en [6], el primero en introducir un modelo de Gelfand para grupo finito es
Klyachko en [14], en este caso, para el grupo general lineal sobre un cuerpo finito, este
modelo es también tratado por Howlett y Zworestine en [8] y por Inglis y Saxl en [10].
Pantoja y Soto-Andrade presentan un modelo para un grupo de movimientos en [18].

Modelos de Gelfand para el grupo simétrico generalizado y grupos de Weyl de tipos
An, Bn y Dn fueron tratados en [1], [2], [3] y [4]. Desde un enfoque diferente, modelos por
involuciones son presentados por Baddeley en [5] y un modelo para el grupo simétrico Sn
es también estudiado por Kodiyalam y Verma en [15].

Estamos interesados en esta última realización del modelo de Gelfand para Sn, princi-
palmente en la descomposición de los espacios que lo conforman, con el objeto de entender
mejor esta construcción y evaluar la posibilidad de extenderla a otros grupos de Weyl.

En las referencias [9] y [13] puede encontrarse la información relativa a grupos de Weyl
y a grupos de reflexiones en general.

2. LA ACCIÓN SIGNADA

En ciertos grupos de Weyl, puede considerarase una representación sobre el espacio de
involuciones del grupo como se indica a continuación.

Según Carter en [7] toda involución τ en G puede ser expresada como producto de re-
flexiones en G:

τ = sα1sα2 · · ·sαk

donde α1,α2, . . . ,αk son raíces ortogonales dos a dos. Es claro que estas raíces pueden
tomarse todas positivas en un orden previamente establecido.

En algunos grupos de reflexiones, como por ejemplo los de tipo An, esta descomposi-
ción es única. Para estos casos podemos considerar el conjunto de involuciones I de G y V
el subespacio del álgebra de grupo C [G] generado por los elementos en I. Definimos una
acción de G sobre V dada por:

σ · τ = (−1)mσ ,τ στσ−1 (σ ∈ G, τ ∈ I)

donde mσ ,τ es el número de raíces en la descomposición τ = sα1sα2 · · ·sαk que σ transforma
en raíces negativas.

Proposición 2.1. La operación · es una acción.
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Demostración. Es claro que 1 · τ = τ . Para completar la demostración es suficiente mostrar
que:

mσ ,τ +mµ,στσ−1 ≡ mµσ ,τ mod(2) (σ ,µ ∈ G,τ ∈ I)

Escribiendo:

τ = sα1sα2 · · ·sαk

στσ
−1 = sβ1sβ2 · · ·sβk

µστ (µσ)−1 = sγ1sγ2 · · ·sγk

donde βi =±σ (αi) y γi =±µ (βi) =±µσ (αi). Tenemos que:

mσ ,τ = |{i : βi =−σ (αi)}|
mµ,στσ−1 = |{i : γi =−µ (βi)}|

mµσ ,τ = |{i : γi =−µσ (αi)}|

Por otra parte, resulta claro que dada una raíz positiva α , la raíz µσ (α) es negativa sólo en
los casos en que σ (α) y µσ (α) no sean ambas positivas o ambas negativas, de modo que
el número de raíces positivas αi que µσ aplica en raíces negativas coincide con el cardinal
de la diferencia simétrica:

|{i : βi =−σ (αi)}4{i : γi =−µ (βi)}|

pero este número tiene la misma paridad que:

|{i : βi =−σ (αi)}|+ |{i : γi =−µ (βi)}|

y esto concluye con la demostración. �

Kodiyalam y Verma prueban que V es un modelo de Gelf and en el caso que G sea el
grupo simétrico Sn y plantean la posibilidad de extender este hecho al caso de otros grupos
de Weyl.

Naturalmente, el espacio V puede ser descompuesto como:

V =
⊕
C

VC

donde C recorre las clases de conjugación de las involuciones en G y VC es el espacio
generado por los elementos en C .

Como primera medida, estamos interesados en estudiar la descomposición de los espa-
cios VC , particularmente cuando el grupo G es el grupo simétrico, con el objeto de contar
con mayor información a la hora de considerar la estructura de V en el caso de grupos de
Weyl emparentados con el grupo simétrico, como ocurre con los grupos de Weyl de tipo Bn
y Dn.

Si C es la clase de conjugación de una reflexión, la acción anteriormente planteada está
bien definida en cualquier caso y aquí daremos su descomposición para los casos en que G
sea un grupo de Weyl de tipo An,Bn o Dn.

El tratamiento de los grupos de Weyl puede hacerse sobre los número racionales, ya que
en virtud del trabajo de Springer en [19], todas las representaciones irreducibles de un grupo
de Weyl pueden ser realizadas sobre los número racionales.

Hacemos notar que, en el caso del grupo simétrico, el espacio a estudiar se corresponde
con el que detallamos a continuación:
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Sea R el conjunto de transposiciones del grupo simétrico Sn. Para (i, j) ∈R y σ ∈Sn
definimos:

σ
(i, j) =

{
1 si (i, j) no es inversión para σ

−1 si (i, j) es inversión para σ

donde un par (i, j) es una inversión para σ si (σ (i)−σ ( j))(i− j) es un número negativo.
Sea Q el cuerpo de los números racionales y VR el subespacio de Q [Sn] generado por

las transposiciones. Para t = (i, j) ∈R y σ ∈Sn consideramos la acción de Sn dada por:

σ · t = σ
(i, j)

στσ
−1

Esta acción, que llamamos acción signada sobre las transposiciones, da lugar a una repre-
sentación ρR de Sn sobre el espacio VR .

Del mismo modo, si G es un grupo de Weyl y R es el conjunto de reflexiones de G,
tenemos la acción definida sobre VR y la correspondiente representación ρR .

Asociado con cada grupo de Weyl G se tiene una representación como grupos de reflex-
iones en un espacio ecuclídeo, usualmente llamada representación geométrica de G.

Proposición 2.2. La representación geométrica de un grupo de Weyl G, con diagrama de
Dynkin conexo, es una subrepresentación de ρR .

Demostración. Sea V el espacio de raíces de la representación geométrica asociada con el
grupo G. La aplicación lineal θ : VR →V definida por:

θ (s) = r

donde s ∈ R y r es una raíz positiva de s en un orden fijado, es claramente un morfis-
mo sobreyectivo de G-módulos. Como el diagrama de Dynkin de G es conexo, V resulta
irreducible y en consecuencia es isomorfo con un submódulo de VR . �

Se establece la siguiente descomposición para los casos de grupos de Weyl de tipos An,Bn
y Dn.

Teorema 2.3. Con las notaciones precedentes, se tiene:

ρR ' ρ[n−1,1]⊕ρ[n−2,12] si G es de tipo An−1 'Sn

ρR ' 2ρ[[n−1],[1]]⊕ρ[[n−2,1],[1]] si G es de tipoBn
ρR ' ρ[[n−1],[1]]⊕ρ[[n−2,1],[1]] si G es de tipoDn

donde las representaciones irreducibles de Sn están parametrizadas por las particiones de
n y en los otros casos, por las biparticiones de n.

Demostración. Para que las expresiones dadas a continuación tengan sentido, es necesario
asumir que n≥ 4.

En el caso del grupo simétrico Sn, si χR denota el carácter asociado con ρR , es posible
expresar el valor que χR toma sobre una permutación π , en términos del número de puntos
fijos y el número de transposiciones en la estructura cíclica de π . Más concretamente:

χR (π) =
(

fπ

2

)
− tπ

donde fπ es el número de puntos fijos de π en In = {1,2, . . . ,n} y tπ es el número de
transposiciones en la descomposición cíclica de π .
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En efecto, dada la transposición (i, j) con i < j se tiene:

π · (i, j) =±(π (i) ,π ( j))

correspondiendo el signo + si π (i) < π ( j) y el signo menos en el caso contrario. Se sigue
que una transposición contribuye en una unidad al carácter en π , si está compuesta por dos
puntos fijos de π , mientras que resta una a unidad si coincide con una transposición de la
descomposición cíclica de π .

Por otra parte, fπ y
( fπ

2

)
+ tπ son caracteres permutacionales, inducidos por el carácter

trivial de subgrupos de tipos:

S1×Sn−1 y S2×Sn−2

luego (ver [12]):

fπ = χ[n] + χ[n−1,1] y
( fπ

2

)
+ tπ = χ[n] + χ[n−1,1] + χ[n−2,2]

y se sigue que:

χR (π) = 2
(

fπ

2

)
−
(
χ[n] + χ[n−1,1] + χ[n−2,2]

)
(π)

=
(

χ
2
[n−1,1]−χ[n]−χ[n−2,2]

)
(π)

y usando la desomposición de χ2
[n−1,1] (ver [11]):

χR = χ[n−1,1] + χ[n−2,12]

Si G es de tipo Bn, hay dos órbitas de raíces cuyos cardinales son 2n y 2
(n

2

)
respectivamente.

Si notamos con S y T a los respectivos subespacios de VR generados por las reflexiones con
raíces en una misma órbita, tenemos que:

VR = S⊕T

De la proposición 2.2 se sigue que la subrepresentación sobre S es equivalente a la rep-
resentación geométrica, mientras que la subrepresentación sobre T contiene a la repre-
sentación geométrica. El carácter sobre T puede ser expresado como:

χT (σ) = 2
((

fσ

2

)
−
(

aσ

2

))
= ( fσ −aσ )( fσ +aσ −1)

donde fσ es el número de 1-ciclos positivos y aσ es el número de 1-ciclos negativos en la
descomposición cíclica de σ . En este caso, el carácter de la representación geométrica está
dado por:

χ[[n−1],[1]] = f −a
Por otra parte se tiene:

χ[[n−1,1],[0]] = f +a−1
de donde:

χT = χ[[n−1],[1]]×χ[[n−1,1],[0]]

Luego, podemos pensar a T como el espacio asociado con el producto tensorial de repre-
sentaciones de Macdonald:

T '
〈
x2

i − x2
j : i, j ∈ In, i < j

〉
⊗〈xi : i ∈ In〉

la aplicación: (
x2

k− x2
l
)
⊗ xi→

(
x2

k− x2
l
)

xi
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contiene en su imagen una subrepresentación de Macdonald de G, tomando ternas (i,k, l)
con elementos distintos entre si, correspondiente a la bipartición [[n−2,1] , [1]]. El grado
de esta representación es n(n−2) y como también podemos encontrar la representación
geométrica de grado n al descomponer T , por razones de dimensión la representación sobre
T se descompone como:

ρ[[n−1],[1]]⊕ρ[[n−2,1],[1]]

Se concluye que:
ρR ' 2ρ[[n−1],[1]]⊕ρ[[n−2,1],[1]]

Para finalizar, si G es de tipo Dn, podemos identificar VR con T y notar que, según [3],
las restricciones de ρ[[n−1],[1]] y ρ[[n−2,1],[1]] a G se mantienen irreducibles. �

De la identidad obtenida para el tipo Bn, se concluye que la construcción de Kodiyalam y
Verma no puede ser extendida, al menos en forma natural, para este caso. En realidad puede
anticiparse que la construcción mencionada no resulta un modelo de Gelfand si el grupo
tiene dos órbitas de raíces, dado que es posible obtener una copia de la representación
geométrica en VR por cada órbita de raíces, si procedemos en la misma forma que en la
proposición con el subespacio generado por cada órbita.

En particular, se obtienen las identidades combinatorias:

∑π∈Sn

(( fπ

2

)
− tπ

)2
= 2n! y ∑σ∈G

(( fσ

2

)
−
(aσ

2

))2
= 2n−1n!

donde G es un grupo de Weyl de tipo Bn.
Es oportuno hacer notar que dada una estructura cíclica ϕ correspondiente a una per-

mutación de grado k, con k ≤ n, si para cada permutación π ∈ Sn denotamos con ϕπ al
número de subconjuntos π-invariantes de In con cardinal k y tales que las restricciones de π

a estos conjuntos tenga ϕ por estructura cíclica, resulta π → ϕπ una función de clases y en
consecuencia es expresable en términos de caracteres permutacionales. En el caso del grupo
simétrico, es posible expresar el carácter χC asociado con el espacio VC en términos de las
funciones ϕ asociadas con ciertas estructuras cíclicas. Sin embargo, parece extremadamente
complicado intentar descomponer χC como en el caso C = R.

Por ejemplo si C es la clase de conjugación de dobles transposiciones, entonces:

χC (π) =
1
2

(
fπ

2

)(
fπ −2

2

)
−
(

fπ

2

)(
tπ
2

)
+

1
2

(
tπ
2

)(
tπ −2

2

)
− cπ

donde cπ es el número de cuatriciclos en la descomposición cíclica de π .
Sin embargo, hay esperanzas de obtener la descomposición de VC usando otros métodos,

particularmente en el caso del grupo simétrico.
Si C es la clase de conjugación de dobles transposiciones conjeturamos que:

χC = χ[n−2,2] + χ[n−3,2,1] + χ[n−3,13] + χ[n−4,22] + χ[n−4,14] (n≥ 6)

3. LA FUNCIÓN SIGNO

Sea k ≤ n y Sk el grupo simétrico de Ik = {1,2, . . . ,k}. Para k ≥ 2 notamos con Ck a la
clase de conjugación de las involuciones en Sn que son producto de

[ k
2

]
transposiciones

disjuntas. Si k es impar, asociada con una involución ι ∈ Ck existe una única involución
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ι̂ ∈ Ck+1 tal que ι ι̂ es una transposición de la forma ( j,k +1). Definimos δk ∈ VCk como
sigue:

δ2 = (1,2)
δk =

(
1−∑

k−1
i=1 (i,k)

)
(δk−1) si k es impar

δk = ∑ι∈Ck
ει ι̂ si k es par y δk−1 = ∑ι∈Ck−1

ει ι

Aquí, ει toma valores en {−1,1}.
Por ejemplo:

δ2 = (1,2)
δ3 = (1,2)− (1,3)+(2,3)
δ4 = (1,2)(3,4)− (1,3)(2,4)+(2,3)(1,4)

En la siguiente proposición mostramos que δk está asociado con la función signo de Sk y
que su Sn-órbita genera una componente irreducible de VCk .

Proposición 3.1.

i) δk 6= 0 y verifica

πδk = sg(π)δk ∀π ∈Sk

ii) El proyector dado por

∆m = 1
m! ∑π∈Sm sg(π) π k ≤ m≤ n

es idénticamente nulo sobre VCk si
[m

2

]
>
[ k

2

]
y ∆k tiene rango 1 sobre VCk cuando

k es un número impar.
iii) El carácter de Sn asociado al subespacio de VCk generado por la Sn-órbita de δk

es χ[n−k,1k].

Demostración. i) Por la definición, resulta claro que δk es una suma signada que involucra
a todos los elementos en Ck∩Sk, y en consecuencia δk es distinto de cero.

Notemos con τi la transposición (i−1, i). Se tiene que τ2, . . . ,τk generan Sk y además se
verifican:

τ j
(
1−∑

k−1
i=1 (i,k)

)
=
(
1−∑

k−1
i=1 (i,k)

)
τ j si j < k

τk (i,k) = (i,k)(i,k−1) si i < k−1

Luego, si k es impar, de las identidades precedentes se sigue inductivamente, si j < k:

τ jδk = τ j

(
1−

k−1

∑
i=1

(i,k)

)
δk−1 =

(
1−

k−1

∑
i=1

(i,k)

)
τ jδk−1

= −

(
1−

k−1

∑
i=1

(i,k)

)
δk−1 =−δk
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Por otra parte:

τkδk = τk

(
1−

k−1

∑
i=1

(i,k)

)
δk−1 =

(
τk−

k−1

∑
i=1

(i,k)(i,k−1)

)
δk−1

= −

(
1−

k−1

∑
i=1

(i,k)

)
δk−1 =−δk

Ahora, si k es par, para cada ι ∈ Ck tenemos que τi intercambia los pares ι̂ ,τiι̂ . Si i < k, ha-
ciendo uso que τiδk−1 =−δk−1, resulta que el par ι̂ ,τiι̂ aparece con signos opuestos en δk si
ι ι̂ = (i,k) o ι ι̂ = (i−1,k), y en caso contrario τiι̂ =−ι̂ si ι ι̂ 6= (i,k) ,(i−1,k), de esto se
sigue que τiδk =−δk. Para analizar la acción de τk en δk consideramos las involuciones ι en
cuyos factores interviene (k−1,k) o interviene (i,k−1)( j,k). En el primer caso τk ι =−ι .
En el segundo caso τk intercambia una involución ι que incluye los factores (i,k−1)( j,k)
con otra donde sólo estos dos factores son reemplazados por (i,k)( j,k−1). En este caso,
asumiendo inductivamente que (i, j)δk−1 =−δk−1 y teniendo en cuenta que ι̂ ,τk ι̂ son inter-
cambiados por (i, j), se concluye que ι̂ ,τk ι̂ intervienen con signos opuestos en la expresión
de δk y consecuentemente se tiene τkδk =−δk.

ii) Sea v = ∑ι∈Ck
λι ι en la imagen del operador ∆m. Se tiene:

πv = sg(π)v ∀π ∈Sm

Si
[m

2

]
>
[ k

2

]
, para cada ι ∈ Ck existe una transposición τι ∈Sm que no es un factor de ι ,

pero de la identidad τιv =−v se concluye que λι debe ser cero, y así v = 0.
Si m = k y k es un número impar. Se tiene:

∆k (ι) =
1
k! ∑

π∈Sk

sg(π)(−1)mπ,ι πιπ
−1

es claro que, en los términos de la expresión, aparecen todos los elementos de Ck ∩Sk y
cada elemento ζ = νιν−1 se acompaña del coeficiente:

sg(ν) ∑
π∈Zζ

sg(π)(−1)mπ,ζ

siendo Zζ el centralizador de ζ en Sk. No es difícil ver que sg(π) = (−1)mπ,ζ para π ∈Zζ ,
luego:

∆k (ι) =

∣∣Zζ

∣∣
k! ∑

ι∈Ck∩Sk

ςι ι

donde ςι toma valores en {−1,1}. Se sigue que existe λ ∈Q tal que ∆k (ι)−λδk no involu-
cre en su desarrollo al menos una involución σ de Ck∩Sk. Sea τ una transposición que no
pertenezca al centralizador de σ en Sk, de la identidad:

τ (∆k (ι)−λδk) =−(∆k (ι)−λδk)

resulta que τστ−1 no interviene en la expresión ∆k (ι)− λδk. Del hecho que Sk actúa
transitivamente en Ck se desprende que ∆k (ι) = λδk y consecuentemente, el rango de ∆k es
igual a 1.
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iii) Sea k impar. A la involución ι = (1,2)(3,4) · · ·(k−2,k−1) ∈ Ck le asignamos el
polinomio eι ∈Q [x1, . . . ,xn] definido como sigue:

eι = ∑
π∈Nι

sg(π)xπα

donde Nι es el centralizador de ι en Sk y α = (1,2, . . . ,k,0, . . . ,0) es un multiíndice. Dada
la independencia lineal de las involuciones y la compatibilidad:

πι = sg(π) ι ∀π ∈Nι

podemos definir un morfismo de Sn-módulos θ : VCk →Q [x1, . . . ,xn] inducido por:

θ (σι) = σeι σ ∈Sn

Encontramos que si ι y σι son involuciones distintas, entonces eι y σeι no tienen monomios
comunes, luego θ es un isomorfismo y verifica:

∆k (θ (δk)) = θ (δk)

Pero la imagen de ∆k en el subespacio de Q [x1, . . . ,xn] generado por xσα con σ ∈ Sn es
de rango 1 generada por el producto de las raíces positivas de Sn (ver [7] o [16]), es decir,
la Sn-órbita de θ (δk) genera un espacio de Macdonald cuyo carácter se corresponde con
χ[n−k,1k]. �
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